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1. (6p) Los forst den diofantiska ekvationen
10x + 23y = 7.
Ange sedan inversen till [10] i Zos.
2. (8p) Hur manga sjusiffriga tal dar alla siffror ar 1, 2 eller 3 finns det

(a) totalt?

(b) som innehaller exakt tva ettor?
(c) som saknar ettor?

(d) som innehaller minst fyra ettor?

3. (6p) Avgor vilka av foljande tva logiska argument som ér giltiga.
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(@)

a ar ett heltal

b b= 6a
(b) Det finns ett heltal & sadant att ¢ = bk + 3
c ér ett udda heltal

4. (6p) Visa att det for alla positiva heltal »n galler att
n+3» i(i—1)=n’
i=1

5. (6p) Antag att du ar anvandare i RSA-krypteringssystemet och att din slutna
nyckel bestar av de tva primtalen p = 5 och ¢ = 11 och talet s = 23 (som &r
relativt primt ®(pq)). Saledes bestar din 6ppna nyckel av talen 55 och 23.

Antag nu att ndgon skickar dig ett meddelande som ar krypterat for att ingen
annan an du ska kunna lasa det. Om meddelandet ar 3, vad &r da det riktiga
meddelandet?

6. (6p) Betrakta ekvationssystemet

T = a; mod my
T = as mod mo



Visa, genom att dversatta till en diofantisk ekvation, att systemet ar I6sbart om
och endast om sgd(m, ms)|a; — as.

(6p) Vad blir koefficienten framfor z%y*22 i utecklingen av (x + y* + 32)'3?

(6p) Antag att G = (V, E) &r en sammanhéngande graf, dar varje kant tillskrivs
en “kostnad”, dvs till varje kant e € F tillskrivs ett positivt reellt tal k(e). An-
tag ocksa att olika kanter alltid har olika kostnad. For varje delgraf till G sager
man att kostnaden for delgrafen &r summan av vad alla dess kanter kostar. Man
definierar sedan det minimala uppspannande tradet 7'(G) till G som den sam-
manhangande delgraf som innehaller alla G’s noder som har lagst kostnad. (Det
ar uppenbart att 7'(G) blir ett trad, ty annars skulle man kunna ta bort en kant
fran T(G) och fortfarande ha en sammanhangande graf pd alla G’s noder med
en lagre kostnad.)

En algoritm som finner T'(G) &r den s.k. giriga algoritmen dar man steg for steg
plockar pa sig kanter (och tillnérande dndnoder) dar man i varje steg plockar den
billigaste kanten bland de kanter som man &nnu inte tagit och som inte bildar
nagon cykel tillsammans med tidigare valda kanter. Man avslutar arbetet sa fort
man pa detta satt fatt med alla G’s noder. Anvand induktion till att visa att denna
algoritm verkligen ger det minimala uppspannande tradet.

/ Johan Jonasson
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Ldsningar

Eftersom sgd(10, 23) = 1 &r ekvationen losbar. Man ser (till exempel med hjélp
av Euklides algoritm) att 10 - 7+ 23 - (—3) = 1, varfor en 16sning till ekvationen
gesav (z,y) = (7-7,7-(=3)) = (49, —21). Den allmanna losningen blir da

(z,y) = (49 — 23n,—21 + 10n), n € Z.
Vi ser ocksa ur ett utrryck ovan att [10] =1 = [7] i Zas.

I (a) finns det tre val for varje position sa enligt multiplikationsprincipen blir det
sokta antalet 37.

For del (b) galler att det finns (;) olika satt att placera ut de tva ettorna och for
varje sadant val finns det 2° olika sitt att fylla dvriga positioner. Svaret ar alltsa
(125 =672.

Svaret i del (c) ar 2° helt i analogi med del (a). | del (d) f&r man svaret genom att
summera antalet tal med exakt fyra ettor med antalet med exakt fem ettor, antalet
med exakt sex ettor och antalet tal med exakt sju ettor. Dessa termer raknas ut
pa samma satt som del (b) och slutsvaret blir 379.

() Vi forsoker leta upp ett motexempel, dvs en situation dar slutsatsen &r falsk
samtidigt som alla hypoteserna &r sanna: Om s = F' krdver andra hypote-
sen att p = F och rad 3 kréver att dven ¢ = F. Men da kraver hypotes 5
attt = I, sa fjarde raden kraver vidare att » = F'. Sammantaget har vi fatt
att p = ¢ = r = F, vilket motséger den forsta hypotesen. Argumentet &r
alltsa giltigt.



(b) Argumentet &r giltigt ty om a &r ett heltal och b = 6a blir b = 6a jdmnt och
darfor blir aven bk jamnt, varfér ¢ = bk + 4 &r udda.

4. Vi anvander induktionsprincipen: D& n = 1 havdar formeln att 1 = 13 vilket
ar uppenbart sant. L&t nu m vara ett godtyckligt positivt heltal och antag att
formeln galler da n = m, dvs att

m+3» i(i—1)=m’.
i=1

Da galler det att

m—+1
(m+1)+3 Y i(i—1) = 1+m’+3m(m+1) = 143m+3m>+m® = (m+1)*.
=1

Saken ar klar.

5. Den del av den slutna nyckeln som inte finns angiven i uppgiften &r inversen
till s modulo ®(pq), dvs inversen till 23 modulo (p — 1)(¢ — 1) = 40. Denna
inversgesavt = 7,ty 7-23 = 161 = 1 mod 40. Det riktiga meddelandet ges
nu av 37 modulo 55. Lite raknande ger att 37 = 42 modulo 55, dvs det riktiga
meddelandet &r 42.

6. Att losa ekvationsystemet innebar att man ska finna tva heltal &, och k sddana
att z = a1 + k1my = ag + kamo. Detta kan skrivas som

miky —maky = as —a;

dvs en diofantisk ekvation. Denna dr enligt ké&nt resultat 16sbar om och endast
om sgd(m1, ms)|as — a; som Onskat.

7. Enligt binomialsatsen galler att

13

(x+ y? + 32)13 = Z (f)xk(zf + 32)13_k.

k=0

En term som innehéller z° uppstar precis da & = 9 och denna term blir ()29 (y2+
3z)*. For att se vad detta uttryck far for koefficient framfor z%y*22 anvander vi
binomialsatsen igen for att utveckla (y2 + 32)*. Denna utveckling har en y*22-
term med koefficient (3)32. Sammantaget blir koefficienten framfor x%y*22 i

utvecklingen av ursprungsuttrycket (%3') (5)3% = 38610.

8. Algoritmen fungerar uppenbarligen for en graf med tva noder, sa antag att vi
vet fOr ett visst positivt heltal n fungerar algoritmen for alla grafer med » noder.
Betrakta nu en graf G med n + 1 noder. Det &r uppenbart att det uppspénnande
tradet pd G maste innehalla grafen allra billigaste kant, ty om sa inte vore fallet
skulle man kunna skapa ett billigare trdd genom att lagga till denna kant och ta
bort en annan kant. Rakna nu in denna och betrakta darefter dess tva grannoder



som en enda nod. Detta skapar mojligen en multigraf med » noder, men skapa da
en graf genom att da dubbla kanter forekommer helt enkelt ta bort den dyraste. Vi
har da en graf G’ med n noder och den giriga algoritmen applicerad pa denna graf
ger det minimala uppspannande tradet pd G’. Tillsammans med den forst valda
kanten far vi det minimala uppspannande tradet pa G och en sekunds eftertanke
visar att det &r just den giriga algoritmen pd hela G som vi anvant. Resultatet
foljer nu av induktionsprincipen.



