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1. (8p) Hur manga sjusiffriga tal dar alla siffror ar 1, 2 elbsfinns det

(a) totalt?

(b) som innehaller exakt tre tvéor?
(c) som saknar treor?

(d) som innehaller minst fem ettor?

2. (6p) Visa att det for alla udda positiva heltapaller att

n—+1
2

14+3+45+7+...+n=( )2

3. (6p) Ge fullstéandig I6sning till den diofantiska ekvatém

23z + 17y = 11.

4. (6p) Foljdenfy, f2, f3,... ar given av atf; = 1 och att det fom > 2 géller att
fn=14/1+ f2_,. Visa att det for allaz galler attf,, = \/n.

5. (6p) Lina har en stor slakt, sa for att gora julklappsirédgnklare ger hon alla
varsin marsipangris. Om hon hon kdper marsipangrisar ankel sort for 29
kronor styck kan alla de narmaste slaktingarna plus kusanpéd mammas sida
fa varsin och Lina far 3 kronor éver. Om hon istéllet satsaep&inare sorts
grisar for 40 kronor styck racker pengarna till for att deméste slaktingarna
plus kusinerna pa pappas sida ska fa varsin. Det blir da Sokrover. Lina
har mindre an 1000 kronor. Hur mycket pengar har hon? Hur mdleg ar
kusinerna pA mammas sida &n kusinerna pa pappas sida?

6. (6p) Latn vara ett positivt heltal storre an 1. Vad @tn) (dvs hur ar Eulers
funktion definierad)? Forklara varf@(n) = n — 1 omn &r ett primtal. Visa
ocksa att omp ochg &r tva olika primtal ochn = pq sa ar®(n) = ®(p)®(q).

7. (6p) Lat f,, vara antalet foljder av langd av talen 1, 2 och 3 s&dana att det
ingenstans star en etta omedelbart fore en tvda. Finn emsielormel for

fdljdenf17f27f3a""

8. (6p) En generalisering av Eulers sats: patch g vara tva olika primtal och Iat
n = pq. Visa att det for alla heltat galler att

a't®() = ¢ modn.

/ Johan Jonasson



Lésningar

1. Pavar och en av talens sju positioner kan vilken som heldere siffrorna sta.
Detta ger tre valméjligheter per position, s enligt muikigtionsprincipen finns
det totalt3” tal av sokt slag. Del (c) I6ses pd samma satt och svaggtdd man
ju uteslutit treorna fran alla val.

For del (b): Positionerna dar det star ettor kan valjas(;t)ésatt. Givet varje
sadant val kan de 6vriga tva positionerna fyllap&att. Svaret ar allts# (7).

Del (d): Svaret 22 (7) + 2([) + (7) déar de tre termerna i tur och ordning ger
antalet tal med exakt 5, exakt 6, respektive exakt 7 ettor.

2. Formeln &r uppenbart sann da= 1 sa antag att formeln galler da= m dar
m &r ett givet udda heltal. Om vi kan visa att formeln da mastegéven for
n = m + 2 sa foljer formelns allmanna giltighet av induktionspripen. Men
enligt antagandet galler

m2+2m+1+4m+8
4

m+1

1424+ 4+m+(m+2)=( YAm+2=

_m2+6m+9_(m—|—3
N 4 )

)2
som onskat.

3. Talen 23 och 17 ar relativt prima, s& en bra start ar att fosm ekvationen
23z + 17y = 1. En I8sning till denna &x = 3,y = —4. En |8sning till den
ursprungliga ekvationen ar alltad= 33,y = —44 och den allmanna I6sningen
blir (z,y) = (33 — 17n, —44 + 23n),n € Z.

4. f; =1 = +/1 s& om vi under antagandét = /n for ett givetn kan visa att
fn+1 = V/n + 1 foljer det 6nskade resultatet av induktionsprincipen. Metia
ar rattframt:

Fos1 =11 f2=\14Vn" =vn+1.

5. L&tz vara det belopp som Lisa ager. Enligt uppgift galler

r = 3mod 29
r = 8mod 40

Enligt den andra raden géller att= 8 + 40k for nagot heltak. Insattning i den
forsta raden ger att + 40k = 3 mod 29, dvsl1k = 24 mod 29, dvst = 8 - 24

som gerk = 18 mod 29, dvst = 18 +29m. Vifar daz = 8 +40(18 +29m) =

728 + 1160m. Lina hade alltsd 728 kronor. Kusinerna pa mammas sida ar
725/29 = 25 till antalet och p& pappas sid20/40 = 18, s& pa mammas sida
var kusinerna 7 stycken fler.

6. ®(n) ar det antalet hetak, i mangden{1,2,...,n} sddana attgd(a,n) = 1.
Omn &r ett primtal &r alla tal i den givna mangden utom taldtivialt relativt



priman, varav®(n) = n— 1 foljer. Omn = pq ar allatalen{1,2,...,pg—1}
relativt priman utom talenp, 2p, 3p, ..., (¢ — 1)pochq,2q,...,(p — 1)q. Alla
dessa ar olika ty onip = jq géller attp|jq varfor p|j och nagot sadant finns
inte med i upprakningen nyss. Vi f&r(pq) = pq — 1 minus antalet tal i de tva
upprékningarna tillsammans, dgg—1—(¢g—1) - (p—1)=(p—1)(¢ — 1).

. Uppenbarligen &f, = 3. For att bilda en rekursiv formel, antag att vi kanner till
fn_1 fOr ett givetn. Av varje godkand foljd av langd — 1 kan man bilda en f6ljd
av langdn genom att satta en av siffrorna 1, 2 eller 3 omedelbart fdjdefi.
Pa detta satt kan man bildg,,_; olika foljder. Nu &r inte all dessa godkéanda,
namligen de foljder som man far genom att ta en langd-1-foljd som borjar
med en tvda och satta en etta framfor. Antalet sddarfa_ar ty med en tvaa

i borjan bildar man en godkénd féljd genom att satta vilkedkgmd foljd som
helst efter denna tvda. Den korrekta rekursiva formelnablisa

fn - '?’fn—l - fn—2
med startvardef; = 3.

. Oma ochpq ar relativt prima foljer det nskade resultatet disrekt aleks sats,
sa vi kan fritt anta att: &r en multipel av antingep eller ¢, sagp. Med andra
ord kan vi anta att = kp ar k &r ett heltal sddant att < k < ¢ — 1. Da far vi
vid réakning modulon = pq:

gl ten) — kp(kp)¢>(z7)<1>(q) =kp k2. (p<1>(Q))<I>(p) =kp-(1+ mq)<1>(p)

dar den sista likheten foljer av Eulers sats anvand tva gadggup ochq &r
relativt prima. Taletn &r ett heltal. Enligt binomialsatsen géller

2(p)
(1+mg)*® =1+ (@}(ﬂ@) (mq)*.

k=1

Multiplicera detta megk och se att produkten bliep plus ett antal termar som
alla innehaller en faktopg, dvs produketn ar kongruent még = a modulopg
som dnskat.



