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. (6p) Hur manga "ord” kan man bilda av bokstaverna i

(a) LUVA?
(b) TELEFON?
(c) NOLLKOLL?

2. (6p) Visa att det for alla positiva heltalgéller att

n

> 2k 1) =n’.

k=1

3. (7p) Kalle hade varit pa en lang resa. Nar han kom hem réknadet zn
under de dagar han akt bat, fardats i genomsnitt 720 km/dygn. Ovriga da
hade han fardats i snitt 400 km/dygn. Totalt hade han fardats 1520@km o
han hade akt bat mindre &n hélften av dagarna. Hur manga dagar hbele K
varit pa resande fot och hur manga av dessa hade han akt bat?

4. (6p) Vad bli koefficienten framfar!5y® i utvecklingen av

(2 — 4y*)7?

5. (6p) avgor vilka av foljande tva logiska argument som &r giltiga:

PAGQNAT — 8
~(=p A g A )

(a) pVqg—r
pVr—gq

S

a ar ett heltal
(b) Det finns ett heltab sadant attgd(a, b) = 2
5 ar ett heltal.

6. (7p) En funktionf : R — R kallasvaxandeom det sa fortr < y géller att
f(z) < f(y). Om det for alla sddana ochy dessutom galler atf(z) <
f(y), kallas f strikt vaxande



(a) Visa att en strikt vaxande funktion alltid ar injektiv.
(b) Get ett exempel pa en funktion som ar vaxande, men inte injektiv.

7. (6p) Latf : R — R vara en bijektiv funktion. Lat féljden,, as, as, . .. vara
rekursivt definierad genomy, = f(1) och dan > 2,

= f(1+ fHan-1))-
Visa att det for allan = 1,2, 3, ... géller atta,, = f(n).

8. (6p) Enligt Eulers sats géller att ammochn &r relativt prima positiva heltal
saar
a't®™ = ¢ modn.
Faktum &r att orm = pq darp och ¢ &r tva olika primtal kan man slopa
kravet atta ochn ar relativt prima; den givna kongruensen géller anda. Be-
visa detta.

/ Johan Jonasson
Losningar

1. | fallet (a) galler att alla olika val av positioner for de olika bokstaveyea
upphov till olika ord. Dar for ar svaret!. | fallet (b) ar inte alla bokstaver
olika; det finns tva E'n. Om man réaknar som om att de tva E’'na var olika far
man7! olika ord. For att kompensera for detta dividerar vi med antalet satt
som E’na kan forflyttas inborder, d2s Svaret blir allts&! /2!. Med samma
resonemang som i (b) finner man att svaret i (c) &llit(4!2!).

2. Narn = 1 havdar den givna formeln att= 1? vilket ju utan tvivel ar sant.
Antag nu att formeln &r korrekt d& = m darm ar nagot godtyckligt men
fixerat positivt heltal. | sa fall galler att

m+1 m
D (2k—1) =) (2k—1)+2(m+1)—1) =m’+2m+1 = (m+1)%.
k=1 k=1

dvs formeln stammer &ven dé = m + 1. Enligt induktionsprincipen ar
fomeln sann for alla, som onskat.

3. Latz vara antalet dagar som Kalle akte bat gchntalet 6vriga resdagar.
Enligt uppgift géller den diofantiska ekvationen

720x + 400y = 15200.



Genom att forkorta sa langt det gar kan denna ekvation férenklas till
9z + by = 190.

Eftersomsgd(5,9) = 1 &r ekvationen lésbar. Man ser snabbtoat(—1) +
5.2 =1,589 - (—190) 4+ 5 - 380 = 190 dvs (z,y) = (—190,380) &r en
I6sning. Den allmanna lésningen ar da

(z,y) = (—190 + 5n, 380 — 9n)

darn ar ett godtyckligt heltal. Enligt problemets natur ska baaehy vara
positiva. Dessutom ska190 + 5n < 380 — 9n. Detta gem = 39 eller

n = 40 och vi far de tvd mdjliga l6sningarna;, y) = (10, 20) och(x,y) =
(5,29). Alltsa var Kalle antingen borta i 34 dagar varav fem spendarades pa
bat, eller s& hade Kalle totalt 30 resdagar, varav 10 pa bat.

. Enligt binomialsatsen galler

9
@ - =3 (7))@t a)

k=0

Termen fork = 4 ar enz'®y®-term och koefficienten fér denna term &r

(D) (—4)* = 256 () = 32316. Svaret &r alltsa 32316.

. Det forsta argumentet ar ogiltigt. Ett motexempepé&r F',q = S, r = 5,
s = I; da ar alla hypoteser sanna trots att slutsatsen ar falsk. Argumentet i
(b) &r giltigt, ty attsgd(a, b) = 2 medfor att2|a varféra/2 ar ett heltal.

. Del (a): Antag attf ar en strikt vaxande funktion och att# y. Da galler
antingen attz < y ellery < z. Eftersomf ar strikt véxande géaller i det
forsta fallet attf(x) < f(y) ochidet andra fallet atf(y) < f(z). | bagge
fallen galler attf (z) # f(y). Vi har visat att sa fort: # y géller attf (z) #
f(y). Detta ar precis vad det betyder att saggf it injektiv.

Del (b): Lat till exempelf (z) = 0 for allaz € R.

. Anvand induktion: Atta; = f(1) ar klart fran borjan, sa antag atf, =
f(m) for nagot givet positivt heltal». Da galler att

amr1 = f(L+ [ am)) = fFL+ F7H(F(m)) = f(L+m),

dar den sista likheten fdljer av definition av en invers funktion. Det som
skulle visas féljer nu av induktionsprincipen.



8. Vi behdver bara visa satsen fére {0,1,2,...,pq — 1}. Falleta = 0 &r
trivialt sa det fallet kan vi ocks& undanta i fortsattningen.

Den pastadda kongruensen galler enligt Eulers sats fou @tam inte ar en
multipel avp eller ¢, s& antag forst att = kp for nagot heltak. Observera
attl < k < g — 1 varfor k ochq ar relativt prima sa att avekp ochq ar

relativt prima. Efterson®(pq) = ®(p)®(q) och(kp)®@ = 14rqfér ndgot
heltalr enligt Eulers sats, galler

a0 = kp(kp) 22D = p((kp)®(@))® @)

= kp(1 + rq)®®).

Om man utvecklar det sista uttrycket kommer alla termer utpratermen
att innehalla en faktopg, varfor hela uttrycket blir juskp modulopg, som
onskat. Fallen da istallet ar en multipel ay behandlas analogt, mecdbch
g i ombytta roller.



