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1. (8p)
(a) Hur manga “ord” kan man bilda av bokstiverna i ordet FISKA?
(b) Hur manga “ord” kan bilda av bokstidverna i ordet FOTBOLL?

(¢) Hur manga “ord” kan bilda av bokstéiverna i ordet FOTBOLL om man inte
far skriva tva L i rad?

(d) Hur manga “ord” kan bilda av bokstiverna i ordet FOTBOLL om ingen
bokstav far forekomma tva ganger i rad?

2. (6p) Ge fullstindig 16sning till den diofantiska ekvationen

26z + 17y = 8.
3. (6p) Visa att det for alla positiva heltal n giller att
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4. (6p) Lat A = {1,2,3} och B = {1,2}.

(a) Hur méanga fuktioner finns med A som definitionsmingd och B som malmingd?

(b) Finns det nagon injektiv funktion med A som definitionsmingd och B som
malméngd? Ange i sa fall en sadan.

(c) Finns det ndgon surjektiv funktion med A som definitionsmingd och B
som malmingd? Ange i sa fall en sadan.

5. (6p) I en urna finns drygt 3000 kulor. Om man delar upp dessa i hogar om 106
kulor far man 18 kulor 6ver, medan man om man men delar upp dem i hogar om
94 kulor far 2 kulor 6éver. Hur manga kulor dr det i urnan?

6. (6p) Finns det ndgra positiva heltal n sddana att 7|3n'2 + 5n” + 15n° + 2n + 9?

7. (6p) Forn = 1,2,3,..., 1at f, beteckna antalet foljder av n tal dir varje tal dr
1, 2 eller 3 och dir det ingenstans forekommer tva ettor i rad. Ange ett rekursivt
uttryck for f,.

8. (6p) Visa att det for varje positivt heltal n giller att 43|7107+1 4 glin=1,
/ Johan Jonasson

Ldsningar



. I del (a) ger alla permutationer av de fem bokstdverna upphov till olika ord varfor
svaret dr 5! = 120. I del (b) har vi tvad O och tva L och totalt 7 bokstiver, sa svaret
blir 71/(21)2 = 1260.

Svaret i (¢) far man littast som svaret i (b) minus de ord didr man har tva L i rad.
Antalet ord med tva L irad dr 6 - 5!/2 = 360 sa svaret blir 1260 — 360 = 900.

Del (d): Lat U vara médngden av ord som kan bildas av FOTBOLL, A méngden
av sadana ord med tva L i rad och B mingden av sadana ord med tva O i rad. Vi
soker U\ (AUB)| = |U|—|A|—|B|+|ANB| = 1260—360—360+|ANB| =
540 + 20 - 3! = 660.

. Notera forst att 26 och 17 &r relativt prima. Man ser raskt att en 16sning &r
(z,y) = (—1,2) varfor, pga att sgd(26,17) = 1, den allminna 16sningen &r
(z,y) = (=14 17n,2 — 26n), n € Z.

. For n = 1 pastar den givna formeln att

1 3 243

34 4.37
vilket uppenbarligen &r sant. Fixera nu ett godtyckligt positivt heltal m och
antag att formeln giller dd n = m. Om vi kan visa att formeln dé ocksa giller da
n = m + 1 foljer det onskade resultatet av induktionsprincipen. Vi kontrollerar:

m—+1 m

k k' m+1
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som Onskat.

. Varje element i definitionsméngden kan ha tva olika funktionsvirden, varfor det
finns 23 = 8 olika funktioner. Eftersom definitionsméngden innehéller fler ele-
ment dn malméingden sa finns det ingen injektiv funktion, da ju minst tva element
maste ha samma funktionsvirde. Diremot finns det surjektiva funktioner, till ex-
empel funktionen f given av f(1) =1, f(2) =2 och f(3) = 1.

. Lat x vara antalet kulor i urnan. Det giller tydligen att = 18 mod 106 och
x = 2 mod 94. Eftersom sgd(106,94) = 2 kan man inte anvinda kinesiska
restatsen direkt pa detta problem, men det #r av uppgiften klart att 2 dr ett jamnt
tal och om man later y = x/2 far man y = 9 mod 53 och y = 1 mod 47.

Den forsta av dessa ekvationer ger att y = 94 53k for nagot heltal k, vilket insatt
i den andra ekvationen ger att 9 + 53k = 11 Zy47, dvs 6k = —8 i Z47. Inversen
till 6 modulo 47 idr 8, sa detta ger k = —64 = 301 Zy7, dvs k = 30 + 47m for
nagot heltal m. Sammantaget far vi y = 9 + 53(30 + 47m) = 1599 + 2491m
och didrmed att x = 3198 + 4982m. Vi ser nu att det sokta talet maste vara det
som ges av m = 0. Svaret &r alltsa att det dr 3198 kulor i urnan.



6. Fragan idr om det finns nagot heltal n sa att det aktuella polynomet evaluerat for
detta n dr 01 Z~. Vi behover da bara kontrollera detta forn = 0,1, 2, 3,4, 5, 6.
For n = 0 blir polynomet 9, som inte dr O i Z7. For dvriga intressanta virden
pa n giller enligt Eulers sats att n® = 1 i Z; s& polynomet forenklar sig till
3+ 5n + 15+ 2n + 2 = 6. Svaret 4r alltsa: Nej, det finns inga sadana n.

7. Det giller att f; = 3 och att fo = 8 (de atta foljderna 12,13,21,22,23,31,32 och
33). For n > 3 giller att antalet godkéinda foljder av lingd n &r summan av
antalet foljder som borjar pa 3, antalet foljder som borjar pa 2, antalet foljder
som borjar pa 12 och antalet foljder som borjar pa 13. Dessa fyra olika starter
kan foljas av vilken godkénd f6ljd som helst av lagom ldngd och de ger upphov
till olika foljder. Vi far alltsa att f,, ges av att f; = 3, fo = 8 och férn > 3:

fn = 2fn—l +2fn—2-

8. Det giller att visa att 7:0"+1 4 611n=1 = (i Z,3. Inversen till 7 ir -6 si genom
att forlinga uttrycket med (—6)10"+1 = —6107+1 (ty 10n + 1 #r udda) ser vi att

vi har att visa att
1 _ glontlglin—1 _

i Z43,dVS
621" = 1.

Men 62 = 36 -6 = (=7) -6 = —42 = 1, s4 621" = (63)™ = 11i Z43, som
onskat.



