Matematik Chalmers
Tentamen i TMV210, TMV200 och MAD100 Diskret matematik den 10 januari
2006, kl. 8.30-12.30
Hjédlpmedel: Inga hjdlpmedel
Telefonvakt: xxx, tel. 0762-721860

1. (6p) Beskriv Euklides utokade algoritm for att till tva heltal a och b finna sgd(a, b)
och tvé heltal © och v sddana att au+bv = sgd(a, b). Forklara varfor algoritmen
fungerar.

2. (6p) Ungefir 2500 enkronor staplas pa ett bord. Nir de ldggs i hogar om 13 mynt
blir det 2 mynt dver och nir de ldggs i hogar om 21 mynt blir det 14 mynt over.
Hur méanga mynt &r det totalt?

3. (6p) Om man har en spann som rymmer 28 liter och en spann som rymmer 19
liter, hur beter man sig for att med hjilp av dessa méta upp exakt 7 liter vatten?

4. (8p)Lat A = {1,2,3}.
(a) Hur manga funktioner finns det som har A bade som definitionsmingd och
malméngd?
(b) Hur manga funktioner fran A till A dr injektiva?
(c) Hur manga funktioner fran A till A dr surjektiva?
(d) Svaren i (b) och (c) har ett speciellt forhallande till varandra. Vilket och

varfor?

5. (6p) Foljden fy, f1, fa2,... dr given av att fo = 0, f{ = 1 och for n > 2:
fn="5fn_1—6fn_o. Visa att det for alla n giller att f,, = 3" — 2".

6. (6p) Pa hur manga sitt kan man fordela 13 apelsiner och 10 #pplen bland 6 barn
om varje barn ska minst en apelsin och minst ett dpple?

7. (6p) Lat U vara en midngd med minst tva element och lat F' vara familjen av alla
delmingder till U. Relationen ~ p& F ir given av att A ~ B di |A| = |B|. Ar
relationen ~ en ekvivalensrelation? Ar ~ en partiell ordning?

8. (6p) Foljden f1, fo, f3,... ges av att fo = 1 och rekursionen f,, = a + bf,_1
mod p, dér a, b dr heltal, p dr ett primtal och a < p och b < p. (dvs f,, dr resten
av heltalsdivision av a + bf,,_1; med p). (Denna teknik anvinds ibland for att
generera “slumptal”.) Om f; = 20, fo = 9 och f3 = 38, vad dr da a, b och p?

/ Johan Jonasson
Ldsningar

1. Antag att ¢ > b. Skriv med hjélp av divisionsalgoritmen a = q1b + 1. Upprepa
med b och 1 och fa b = gory + 7. Forsitt pa detta sitt genom att dividera den
forra resten med den nya resten: r1 = g3y + r3, ro = Q473 + T4, etc, dnda tills
du far en rest som &r 0. DA dr sdg(a, b) den sista nollskilda resten.



Algoritmen fungerar for att det i varje steg, k, giller att sgd(rx—1, %) = s9d(qr+176+
Tht1,Tk) = SGA(Thy1, 7).

2. Vi vill hitta ett heltal  som &r kongruent med 2 modulo 13 och kongruent med
14 modulo 21. Det andra villkoret ger att = = 14 + 21k for nagot heltal k. I den
forsta ekvationen ger detta i sin tur att 14 4+ 21k = 2 mod 13, dvs 8k = 1 mod
13. Inversen till 8 modulo 13 ir 5, vilket medfor att £ = 5, dvs £ = 5 + 13m for
nagot heltal m. Sammantaget far vi att © = 14 4+ 21(5 + 13m) = 119 + 273m,
for ett heltal m. Den 16sning som ligger nirmast 2500 dr den som svarar mot
m = 9 och den blir x = 2576. Det r0r sig alltsd om 2576 mynt.

3. Los den diofantiska ekavtionen
28z 4+ 19y = 7.

Med hjilp av Euklides algoritm ser man snabbt att 28 - (—2) + 19 - 3 = 1,
varfor (z,y) = (—14,21) dr en 16sning. Den allménna 16sningen ir da (z,y) =
(=14 4 19n,21 — 28n), n € Z. Den “enklaste” 16sningen ar (x,y) = (5, —7).
Man kan alltsé 16sa uppgiften genom att man fyller 28-litershinken 5 génger och
varje gang den blir full tommer den med hjilp av 19-litershinken.

4. (a) 3% =2T.
(b) Vilj forst f(1), sedan f(2) i A\ {f(1)}, sedan f(3) som det enda kvar-
avarande virdet. Detta ger 3! = 6 olika valmojligheter och det finns alltsa
6 olika injektiva funktioner.

(c) och (d) Eftersom malmingden innehaller lika manga element som definitionsméng-
den blir en funktion surjektiv om och endast om den &r injektiv, sa det finns
6 surjektiva funktioner. Svaren i (b) och (c) &r alltsa lika, vilket alltid &r
fallet da definitionsmingd och mélmingd &r dndliga och innehaller lika
manga element.

5. Det giller 3° — 20 = 0 och 3' — 2! = 1 s4 den pastadda likheten giller dd n = 1
och n = 2. Fixera nu ett godtyckligt heltal m > 2 och antag att det for all heltal
n < m giller att f,, = 3™ — 2™, Da giller att

fm = 5fm—1 - 6f'm—2 - 5(3m71 - 2m71) - 6(3m72 - 2m72)
=(5-2)3""t - (5-3)2m t=3m_2m
Det vi ville visa foljer nu av induktionsprincipen.

6. Om man borjar med att ge alla barn varsitt dpple och varsin apelsin, inser man att
problemet dr detsamma som att fordela 7 apelsiner och 4 dpplen utan bivillkor.
Antalet sitt att fordela 7 apelsiner dr antalet sitt att placera ut fem viggar for
att avskilja de olika barnens portioner, bland de sju apelsinerna. Detta kan ske

pd () sitt. P4 samma siitt ser man dpplena kan fordelas pa (7) sitt, sa enligt

multiplikationspricnipen &r svaret
12\ /9
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7. Relationen ér inte en partiell ordning, ty det finns delméngder som &r olika men
dnda innehaller lika méanga element. Dédremot dr ~ en ekvivalensrelation, ty alla
mingder innehéller lika ménga element som sig sjilva, om A innehaller lika
mamga element som B sa innehaller B lika manga element som A o.s.v.

8. Tydligen giller att a + b = 20 mod p, a + 200 = 9 mod p och a + 9b = 38 mod
p. Vid rikning mod p giller da att a = 20 — b, som insatt i ekvation 2 och 3 ger
att 190 = —11 och 8b = 18. Forldng dessa med 8 repsektive 19 och fa att

172b = —88 mod p

och
172b = 342 mod p,

dvs 430 = 0. Alltsa giller att p|430 och eftersom p &r ett primtal som dr minst
39, ser vi att p = 43. Genom att 16sa till exempel 85 = 18 mod 43 ser vi nu att
b = 13 och ddrmed blira = 7.



