Matematik Chalmers
Tentamen i TMV200, TMV210, TMA245 del 1 och MAD100 Diskret
matematik den 22 april 2006, kl. 8.30-12.30
Hjédlpmedel: Inga hjdlpmedel
Telefonvakt: David Rydh/Henrik Seppinen, tel. 0762-721860

1. (8p)

(a) Hur manga “ord” kan man bilda av bokstdverna i ordet KALROT?
(b) Hur manga “ord” kan bilda av bokstdverna i ordet KRATTA?

(¢) Hur ménga “ord” kan bilda av bokstiverna i ordet KRATTA om man
inte far skriva tva T i rad?

(d) Hur méanga “ord” kan bilda av bokstdverna i ordet KRATTA om ingen
bokstav far forekomma tva ganger i rad?

. (6p) Vad blir 820 4+ 1341 i Z5?

. (6p) Beskriv Euklides utokade algoritm for att till tva heltal a och b finna
sgd(a, b) och tva heltal u och v siddana att au + bv = sgd(a,b). Forklara
varfor algoritmen fungerar.

. (6p) Robert, Malin och Oskar ska dela tretton identiska karameller mellan
sig? Pa hur manga sitt kan de fordela karamellerna? Hur manga sitt blir det
om man stéller som villkor ingen av dem ska bli helt utan karameller?

. (6p) Visa att det for alla positiva heltal n giller att

iﬁ_6in2+4n+6
k:le_ on :

. (6p) Lat R vara den relation pa miangden Z . av positiva heltal som ges av
att
aRb < ab = n? for nagot heltal n.

Avgor om R dr en ekvivalensrelation och/eller en partiell ordning.

. (6p) Visa att det for alla positiva heltal n géller att
n

S kekl=(n+1)!—1.

k=1

. (6p) Lt p vara ett primtal.



(a) Visa att det for alla heltal £ med 1 < k < p giller att p|(}).

(b) Visaatt (n+ 1)? = n” + 1 mod p for alla heltal n. (Tips: Anvind t.ex.
binomialsatsen och del (a).)

(c) Anvénd till exempel del (b) till att visa att n? = n mod p.

Observera att det gar bra att 16sa en deluppgift dven om man inte klarat den
innan.

/ Johan Jonasson
Lésningar

1. I del (a) ger alla permutationer av de sex bokstdverna upphov till olika ord
varfor svaret dr 6! = 720. I del (b) har vi tvd A och tva T och totalt 6
bokstiver, s svaret blir 6!/(2!)2 = 180.

Svaret i (¢) far man littast som svaret i (b) minus de ord dir man har tva T i
rad. Antalet ord med tva Tirad dr 5-4!/2 = 60 sa svaret blir 180—60 = 120.

Del (d): Lat U vara miangden av ord som kan bildas av KRATTA, A méngden
av sddana ord med tva A i rad och B mingden av sddana ord med tva T i rad.
Visoker U\ (AUB)| = |U|—|A|—|B|+|ANB| = 180—60—60+|ANB| =
60 4+ 12 - 2! = 84.

2. Eftersom ®(25) = 5 - 4 = 20 giller enligt Eulers sats att a?® = 11 Zos for
alla a med sgd(a,25) = 1. Nu ér ju bade 8 och 13 relativt prima 25, sa den
forsta termen blir 1 och den andra termen blir 13 - (132°)2 = 13 varfor den
sokta summan blir 14 i Zss.

3. Antag att a > b. Skriv med hjilp av divisionsalgoritmen a = q1b + r;.
Upprepa med b och r1 och fa b = gory + ro. Forsitt pd detta sétt genom att
dividera den forra resten med den nya resten: vy = q3ra+73, 1o = qar3+74,
etc, dnda tills du far en rest som ér 0. Da &r sdg(a,b) den sista nollskilda
resten.

Algoritmen fungerar for att det i varje steg, k, giller att sgd(rp_1,7%) =
89A(Qr417k + Trt1,Tk) = S9A(Th11,Tk)-

4. Om man ldgger ut de 13 karamellerna i rad och fordelar dem genom att
lagga ut tva stickor som avdelare mellan Roberts, Malins, respektive Oskars
hogar, ser man att man har 15 féremal som ska positioneras. Man kan vilja
positioner till de tva stickorna pa (125) = 105 olika sitt. De kan alltsa fordela
karamellerna pa 105 olika siitt.



Med bivillkoret ska de tva stickorna placeras ut bland de 12 mellanrummen
mellan karamellerna och de fér inte placeras bigge i samma mellanrum. An-
talet sitt blir alltsa (') = 66.

. Vi anvinder induktion: Formeln dr sann da n=1 ty bada leden blir da 1/2.
Antag nu att formeln dr sann da n = r ddr r dr ett godtyckligt valt positivt
heltal. Da géller att

k2 2 dr 6 (r+ 1)
];27_6_ o g
24+ 8 4+12—r2—2r—1 r2+6r+11
=6- 971 =0-—55m
6 (r+1)2+4(r+1)+6
- v or+1
som Onskat.

. Relationen R ir inte en partiell ordning ty exempelvis giller att 2RS, 8R2
och 8 # 2. Dock giller att R dr en ekvivalensrelation: Att R &r reflexiv
foljer av att a - a = a? och a? ir ett heltal. Symmetri foljer av att om ab ir ett
heltal sé #r dven ba ett heltal. Transitivitet: Antag att ab = n? och bc = m?
for tva heltal n och m. D4 dr
ac = DRV _ (.

Med andra ord dr ac kvadraten av ett rationellt tal. Men ac &r ju sjélvt ett
heltal, varfor nm /b maste vara ett heltal. Orsaken till detta ir att om p/q ér
ett rationellt tal med p och ¢ relativt prima och (p/q)? = k for nigot heltal
k s& giller att p? = ¢%k, dvs ¢?|p?, dvs ¢ = 1.

. Vi anvinder induktion. I fallet n = 1 &r bade hoger- och vinsterledet 1.
Antag nu att formeln &r sann da n = m for ett godtyckligt valt positivt heltal
m. Da giller att

m+1 m
i k-k! = Zk-kz!—i—(m—i—l)(m—i—l)! =(m+1)!'=1+(m+1)(m+1)!
k=1 k=1

=(m+2)(m+1)-1

dir den andra likheten foljer av induktionsantagandet. Det vi ville visa foljer
nu av induktionsprincipen.



8. Eftersom () =2 a0 71)"}{5(}’ —5+1) 4r ett heltal giller att

Elp-(p—1)-...-(p—k+1).

Men k! dr ju en produkt av faktorer som alla &r relativt prima p sa k! och p
dr relativt prima. Dérfor maste gélla att

Elp—1)-...-(p—k+1).

Detta visar del (a).

For del (b) anvinder vi binomialsatsen:
=~ (p
n+1)P = n*.
o= 2 ()

Enligt del (a) &r alla termer utom den forsta och den sista delbara med p,
varfor hela uttrycket vid rdkning modulo p blir n” 4+ 1 som Onskat.

I del (c) anvidnder vi induktion. Det vi ska visa dr sant di n = 1, sa antag att
nP = n mod p for ett givet n. Da giller att

m+1)P=nP4+1=n+1

precis som Onskat. (Héar foljde den forsta likheten av del (b) och den andra
av induktionsantagandet.)



