Matematik Chalmers
Tentamen till kurserna TMV200, TMV210, TMA245 (del A) och MAD100,
den 22 augusti 2006, kl. 14.00-18.00
Hjdlpmedel: Inga hjidlpmedel
Telefonvakt: xxx, tel. 0739-779268

1. (6p) Vilka av foljande logiska formler 4r tautologier?

(@ (P—-Q)V(Q— P),
b)) (PA(P—Q)) —Q,
(©) (P/\Q/\ﬂR)H(RH—'(P/\Q)).

2. (6p) Ange de positiva 16sningarna till den diofantiska ekvationen

122 + 21y = 186.

3. (6p) Ungefir 2500 enkronor staplas pa ett bord. Nar de 14ggs i hogar om 13
mynt blir det 2 mynt 6ver och nér de ldggs i hogar om 21 mynt blir det 14
mynt 6ver. Hur manga mynt &r det totalt?

4. (6p) Lat A = {1,2,3,4} och lat R vara en delméngd till A x A sadan att
(1,2) € R. Vilka 6vriga elementi A x A maste R innehalla for att vara en
ekvivalensrelation?

5. (7p) Till sitt fodelsedagskalas kopte Kalle tablettaskar for 7 kronor styck,
klubbor for 3 kronor styck och chokladkakor for 10 kronor styck. Han kopte
sammanlagt 26 saker och betalade sammanlagt 175 kronor. Hur manga av
varje sort kopte han? (Obs. att det kan finnas flera olika 16sningar.)

6. (7p) Visa att det for alla heltal n > 2 giller att

1

32 _ % 3/2
5" <’;\/E<” .

7. (6p) Lat a och b vara tva positiva heltal. Visa att det antingen giller att
sgd(a+b,a —b) = sgd(a,b) eller sgd(a + b,a — b) = 2sgd(a,b).

8. (6p) Visa att det for varje positivt heltal n giller att 43|7107+1 4 gl1n—1,



Lésningar

. Alla tre uttrycken &r tautologier:
(a):0m P — (@ ér falsk sa &r @ falsk vilket automatiskt gér ) — P sann.

(b): Detta kan verifieras med en sanningstabell. Alternativt observerar man
att (b) dr ekvivalent med —~(P A (=P V Q)) V @ som idr ekvivalent med
—PV (P A-Q)V Q som uppenbarligen &r sann oavsett sanningsvirdena pa
P och Q.

(c): Detta inses ldttast genom att observera att vinsterledet framfor huvudim-
plikationen #r sant bara om P och () dr sanna och R ir falsk. Det giller da
bara att inse att hogerledet ocksa dr sant. Men hogerledet dr da av formen
“falsk medfor falsk” vilket dr sant.

. Forkorta forst ekvationen till
dx + 7y = 62.

Eftersom 4 - 2 + 7 - (—1) = 1 giller att 4 - 124 + 7 - (—62) = 62 sd att
(124, —62) ér en 16sning. Den allménna 16sningen blir da (x,y) = (124 —
™, —62 + 4n),n € Z. For att fa positiva 1osningar krivs att 124 — 7n > 0
och —62 + 4n > 0, dvs att n = 16 eller n = 17. De positiva l6sningarna &dr
alltsa (z,y) = (5,6) och (z,y) = (12,2).

. Vi vill hitta ett heltal = som dr kongruent med 2 modulo 13 och kongruent
med 14 modulo 21. Det andra villkoret ger att z = 14 + 21k for nagot
heltal k. I den forsta ekvationen ger detta i sin tur att 14 + 21k = 2 mod
13, dvs 8& = 1 mod 13. Inversen till 8 modulo 13 &r 5, vilket medfor
att k = 5, dvs k = 5 + 13m for nagot heltal m. Sammantaget far vi att
x = 14 + 21(5 4+ 13m) = 119 + 273m, for ett heltal m. Den 16sning som
ligger ndrmast 2500 &r den som svarar mot m = 9 och den blir x = 2576.
Det ror sig alltsa om 2576 mynt.

. Eftersom R ska vara symmetrisk maste dven (2,1) € R. For att R nu ska
vara transitiv krdvs da dven att (1,1) € R och att (2,2) € R. For att R
ska vara reflexiv krivs nu ocksa att (3,3) och (4,4) finns i R. Eftersom
relationen {(1, 1), (1,2),(2,1),(2,2),(3,3), (4,4)} &r en ekvivalensrelation
finns det inte négra fler element som maste vara med for att R ska bli en
ekvivalensrelation.

. Lat x vara antalet tablettaskar, i antalet klubbor och z antalet chokladkakor
som Kalle kopte. Da ger uppgiften oss de tva ekvationerna

Tx + 3y + 10z = 175



och
z+y+z=26.

Den andra ekvationen talar om att z = 26 — = — y och genom att stoppa in
detta i den forsta ekvationen foljer att

Tr+3y+10(26 —z —y) = 175

dvs
3x + Ty = 85.

Detta idr en losbar diofantisk ekvation. Eftersom 3 - (—2) +7 -1 = 1 ges
en 16sning av (xo,y0) = (85 (—2),85 1) = (—170,85) sd den allménna
losningen blir (x,y) = (—170+7n, 85—3n) dér n kan vara vilket heltal som
helst. For z farvi z = 26—x—y = 26— (—170+7n)—(85—3n) = 111—4n.
Nu giller det att bestimma for vilka n som bade x, y och z dr positiva. I detta
fall giller detta da n = 25, n = 26 eller n = 27. 1 det forsta fallet far vi
(z,y,2) = (5,10,11)),i det andra fallet far vi (z,y,2) = (12,7,7)) och i
det tredje fallet (z,y,x) = (19,4, 3). Kalle kan alltsa ha kopt 5 tablettaskar,
10 klubbor och 11 chokladkakor eller s kan han ha kopt 12 tablettaskar,
7 klubbor och 7 chokladkakor eller sa kan han ha kopt 19 tablettaskar, 4
klubbor och 3 chokladkakor.

. Den hogra olikheten ér foljer raskt av att alla termerna i summan r hogst /n
med strikt olikhet for alla utom den sista termen. Eftersom det finns totalt n
stycken termer far vi att

Z Vk < ny/n = n3/2.
k=1

For den vinstra olikheten anvander vi induktion: Olikheten vi ska visa géller
uppenbarligen for n = 2 ty hogerledet dr di 1 4+ /2 och vinsterledet ir
123/2 = \/2. Antag nu att den onskade olikheten giller da n = m dér m &r
ett godtyckligt valt heltal storre dn eller lika med 2. Det géller da att

m+1 m

1
Z\/E:Z\/E+\/m—ﬂ>§m3/2+\/m.
k=1

k=1

Det giller nu for oss att visa att det sista uttrycket dr minst lika stort som
(m +1)3/2. For att gora det gér det lika bra att visa att

(2 4 VI 1P 2 (s (m+ 1Y)



dvs
m3 +4(m +1) +4m>?V/m +1> (m +1)3.
Men det hogra uttrycket dr m? + 3m? + 3m + 1 medan det vénstra ir storre

anm3 + 4m + 4 + 4m3/2\/m som ir lika med m?® + 4m? + 4m + 4 som i
sin tur dr storre dn det hogra uttrycket. Saken &r klar.

. Skriv d = sgd(a,b) och ¢ = sgd(a — b,a + b). Eftersom c &r en gemensam
delare till @ + b och a — b giller dels att ¢|(a + b) 4+ (a — b), dvs ¢|2a, dels
att ¢|(a + b) — (a — b), dvs ¢|2b. Dirfor giller att ¢|sgd(2a, 2b), dvs c|2d.

A andra sidan giller ju att eftersom d|a och d|b s foljer att d|a+b och d|a—b
sa att d|c.

Vi har alltsa att d|c och c|2d ur vilket det f6ljer att ¢ = d eller ¢ = 2d som vi
ville.

. Det giller att visa att 7197+ - 611"=1 = (i Z,3. Inversen till 7 &r -6 sa
genom att forlinga uttrycket med (—6)!0"+1 = —6107+1 (ty 10n + 1 4r
udda) ser vi att vi har att visa att

1— 610n+1611n71 -0
1 Z43,dVS
621" = 1.

Men 63 =36-6 = (—7) -6 = —42 = 1,54 621" = (63)™ = 11i Zy3, som
Onskat.



