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Losningar

1.

2.

Vi ska visa att L(n) = n for alla naturliga tal n. Vi gor ett bevis med hjélp
av total induktion.

Basfall: n = 0 och n = 1. Da ar likheten trivialt sann per definition av
L(n).

Induktionssteg: Antag att pastaendet &r sant for alla naturliga tal k& sadana
att kK <n dar n > 1. Vi ska visa att da ar det ocksa sant for n + 1. Men vi
har

Lin+1) = 2Ln)—Ln—1)=2n—(n—1)=n+1,

dar den forsta likheten foljer av definitionen av L(n) och den andra av
induktionsantagandet.

Nu foljer det av satsen om total induktion att L(n) = n for alla naturliga
tal n.

(a) S =11, 2, 3,5, 6, 10, 15, 25, 30, 50, 75, 150}.

(b) Relationen “delar” ar en partiell ordning pa de naturliga talen och
ddrmed &r restriktionen till S ocksa en partiell ordning.

c¢) Hasse-diagram:
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3.

4.

Euklides algoritm ger:

97 = 1-54+43
94 = 1-43+11
43 = 3-11+10
11 = 1-10+1

Alltsa &dr sgd(97,54) = 1. Vi ersitter successivt de erhallna resterna och
far:

1 = 11-1-10=11—(43—-3-11)=4-11—1-43
= 4(54—1-43)—1-43=4-54—5-43
= 4-54—5(97—54)=9-54—5-97.

En 16sning &r alltsa x = —5-6 = —30 och y = 9 -6 = 54. Alla 16sningar ges
darmed av x = —30 + 54n och y = 54 — 97n med n € Z.

(a) Det finns 8 bokstédver och av dessa finns det en dubbel (E) och en
trippel (L). Det betyder att det totala antalet mdjliga ord &r

8  8-7-6-5-4-3-2

= =8-7-5-4-3=56-60= 3360.
213! 2-6

(b) Det &r enklare att rikna ut antalet som innehéller tva E i rad och
subtrahera detta fran det totala antalet. Antalet mojliga ord med de
ovriga sex bokstéverna dr 6!/3!. Man kan sedan placera in E-paret pa
sju olika stéllen. Det ger att antalet utan tva E i rad ar

| |
3360 — 7 - % = 3360 — ; = 3360 — 840 = 2520.

(a) Den ska vara reflexiv si alla fem par (a, @) méste vara med. Transitivi-
teten kraver att (1, 3) &r med. Detta récker for att den ska bli transitiv.
Den ar nu ocksa antisymmetrisk, sa

P ={(11),(1,3),(1,4),(2,2),(3,3), (4,3), (4,4),(5,5)}

ar den minsta partiella ordning som innehaller R.

(b) Precis som i forsta deluppgiften far vi att alla fem par (a,a) méas-
te vara med och att transitiviteten kraver att (1,3) 4r med. For att
den nu ocksa ska vara symmetrisk maste vi ocksd inkludera alla i
{(3,1),(4,1),(3,4)}. Den dr nu ocksa symmetrisk, sa

&= {(17 1>a (1’?’)’ (174)7 (272)7 (37 1)7 (373)7 (374)7 (47 1>’ (4’ 3)7 (47 4)7 (575)}

ar den minsta ekvivalensrelation som innehéaller R.



6. (a) Vihar tex att 4 | 22 men 41 2.
(b) Lat a = p?b. Da giller att b € N eftersom p? | a. Satt nu n = pb. D&

(c)

sller att n? = p?b®> = absa a | n? men a > n sd afn.
g p )

Antag att a | n* och visa att da giller att a | n. Lat a = [[;_, ps
dir p; dr olika primtal. Vi far att p; | n? for alla p;. Men for primtal
p géiller att om p | ab sd har vi att p | a eller p | b, s& vi kan dra
slutsatsen att p; | n. Ddrmed ingar alla p; i primtalsfaktoriseringen av
n, s& n =m][[;_, pi = ma dir m &r ett naturligt tal. Alltsa har vi att
a | n vilket var precis vad vi skulle visa.

Enligt Eulers sats dr ¥*~! =1 (mod p). Det ger att

dvs p delar uttrycket.
Ta tex p=4. Da ar

p—1
1+Y k' =1+1%+2°43°=37=1 (mod4),
k=1

sa det géller inte att 4 delar uttrycket. Alltsa géller det inte alltid da
p inte ar ett primtal.



