Losningsforslag till ‘“Extra uppgifter induktion”, Diskret

matematik I'T, HT2012
1. Vi gor ett induktionsbevis.
Basfall: n = 0
Da giller att

0
1
VL = ——— =1/6=HL,
och alltsa giller likheten for n = 0.

Induktionssteget: Antag nu att det géller for ett fixt naturligt tal n. Visa att da
giller det ocksa for n + 1. Vi far

n+1 n

3 1 . 1 N 1
k2 +5k+6 k2+5k+6 (n+1)2+5(n+1)+6

o ;0+1 N 1 (n+1)(n+4)+2
2n+6  (n+3)(n+4)  2(n+3)(n+4)
n®+5n+6 (n+3)(n+2) n+1)+1

2n+3)(n+4) 2n+3)(n+4) 2(n+1)+6’

och alltsa giller likheten ocksa for n + 1.

Enligt induktionsprincipen giller ddrmed likheten for alla naturliga tal.

2. Vi gor ett induktionsbevis.
Basfall: n = 0
Da giller att

XO:F(%—l) —0=F(2-0),

och alltsa giller likheten for n = 0.

Induktionssteget: Antag nu att det géller for ett fixt naturligt tal n. Visa att da
giller det ocksa for n 4+ 1. Vi far

n+1

Y F2i-1)= zn:F(Qz' — 1)+ F2Mn+1)-1)

i=1 =1

=F2n)+F2n+1)=F2n+2)=F(2(n+1))

och alltsa giller likheten ocksa for n + 1.

Enligt induktionsprincipen giller ddrmed likheten for alla naturliga tal.



3. Vi ska visa att L(n) = n for alla naturliga tal n. Vi gor ett bevis med hjilp av
total induktion.
Basfall: n = 0 och n = 1. Da &r likheten trivialt sann per definition av L(n).
Induktionssteg: Antag att pastaendet &dr sant for alla naturliga tal k£ sadana att
k < nddrn > 1. Vi ska visa att da dr det ocksa sant fér n 4+ 1. Men vi har

Lin+1) = 2L(n)—Ln—1)=2n—(n—1)=n+1,

ddr den forsta likheten foljer av definitionen av L(n) och den andra av induk-

tionsantagandet.

Nu f6ljer det induktionsprincipen version 2 att L(n) = n for alla naturliga tal n.
4. Vi gor ett induktionsbevis.

Basfall: n =1

Da giller att
1
VL=> k-28"=1-2"=1och HL=(1-1)-2"+1=1,
k=1

och alltsa giller likheten for n = 1.

Induktionssteget: Antag nu att det géller for ett fixt positivt heltal n. Visa att da
giller det ocksa for n + 1. Vi far

n+1

k2 = N k2 (n+1)-20 =
k=1 k=1

= n—-1)-2"4+14+(n+1)-2"=2n-2"+1=
(n+1)—1)-2" 41,

och alltsa giller likheten ocksa for n + 1.

Enligt induktionsprincipen giller dirmed likheten for alla positiva heltal.

5. Sitt f(n) = 2" — 1. Viska visa att f(n) = L(2n) for alla naturliga tal n. Vi gor
ett induktionsbevis.
Basfall: n = 0. Vifar L(2-0) = 0och f(0) =2° —1 =1 —1 = 054 allts4 &r
pastaendet sant for n = 0.
Induktionssteg: Antag att pastaendet dr sant for n. Vi ska visa att da dr det ocksa
sant for n 4 1. Men vi har

L(2(n+1)) = L(2n+2)=2L(2n)+1
= 2f(n)+1=22"-1)+1=2""-1= f(n+1),
ddr den andra likheten foljer av definitionen av L(n) och den tredje av induk-

tionsantagandet.
Nu f6ljer det av induktionsprincipen att f(n) = L(2n) for alla naturliga tal n.



6. Vi visar forst att Ay, = 3 - 2" — 2 med ett induktionsbevis.
Basfall: n =0

Vi har att
3.-20-2=1=A4,,

och alltsa giller likheten for n = 0.

Induktionssteget: Antag nu att det géller for ett fixt jimnt naturligt tal 2n. Visa
att da giller det ocksa for 2(n + 1). Vi far

Aopio =2A9,11 = 2(Ag, +1)=2(3-2" —2+1)=3- 2" -2,
och alltsa géller likheten ocksa for 2(n + 1).
Enligt induktionsprincipen giller ddrmed likheten for alla jamna naturliga tal.
For de udda talen observerar vi bara att Ay, 1 = Ag, +1 = 3-2""! — 1 enligt
ovan.
7. Vi gor ett induktionsbevis.

Basfall: Vi far i fallet n = 4 att 2* = 16 < 24 = 4! s4 pastdendet #r sant for
n = 4.

Induktionssteg: Antag att pastaendet dr sant for nagot n med n > 4. Vi ska visa
att da &r det ocksa sant for n + 1. Genom att utnyttja induktionsantagandet och
att (n +1) > 4 > 2 sa far vi

(n+D!'=m+1n! > (n+1)2" >2.2" =2"

vilket dr precis pastaendet for n + 1. Darmed foljer det av induktionsprincipen
att pastaendet dr sant for alla naturliga tal n > 3.

8. Sitt f(n) = []i_, (1 — %) och g(n) = %, D4 ska vi bevisa att f(n) = g(n)
for alla naturliga tal n > 1. Vi gor ett induktionsbevis.
Basfall: n = 2. D4 har vi
2
1 1 3 241
ro=T1(1-7)=1-5=1-53 =@
sa pastaendet &r sant for n = 2.

Induktionssteg: Antag att det dr sant for n och visa att da dr det ocksa sant for
n + 1. Genom att utnyttja induktionsantagandet sa far vi

fm+w==iTQ-%)=g(“73'O‘Gfﬂﬁ
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Enligt induktionsaxiomet &r pastaendet darmed sant for alla positiva heltal n >
1.

. Vi gor ett induktionsbevis.

Basfall: Vi behover tva fall n = 3 och n = 4. Vi har

LB3) = L2)+L1)=b+a
bF(3—1)+aF(3—-2) = b+a

och

L(4) = LB)+L(2)=(b+a)+b=2b+a
bF(4—1)+aF(4—-2) = b-24a-1=2b+a

sa bada basfallen stimmer.

Induktionssteg: Antag att det dr sant for alla £ sadana att £k < n dirn > 4 och
visa att da &r det ocksa sant for n + 1. Genom att utnyttja induktionsantagandet
och rekursionen for Fibonacci-talen sa far vi

Ln+1) = L(n)+ Ln—1)
= bF(n—1)+aF(n—2)4+bF(n—1—-1)+aF(n—1-2)
= (F(n—1)+F(n—-2)+a(F(n—-2)+F(n-23))
= bF(n)4+aF(n—1)

vilket var precis vad vi skulle visa.

Enligt induktionsprincipen &r pastaendet dirmed sant for alla positiva heltal n >
2.



