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Losningar

1. (a) Vi anvinder Euklides algoritm:

1254 =1 - 789 + 465
789 =1-465 + 324
465 =1-324 + 141
324 =2-141 442
141 =3-42+ 15

42 =2-15+4+12
15=1-12+3
12=4-3.

Fran detta drar vi slutsatsen att sgd (1254, 789) = 3.

Eftersom 3 delar bade 1254 och 789 sa kommer 3 att dela 1254z + 789y
for alla x,y € Z. Darfor kommer aldrig 1254x + 789y = 5 om z,y € Z
och alltsa saknas det sadana losningar.

6450 =2-3-5%-43

Fran multiplikativiteten hos Eulers ®-funktion och att

O(ph) =p" ' (p-1)

om p &r ett primtal samt primatalsfaktoriseringen fran forsta delupp-
giften far vi att

P(6450) = ®(2) - ®(3) - P(5%) - P(43) =1-2-(5-4) - 42 = 1680.
Enligt Eulers sats vet vi att
72(0450) — 71680 — 1 (mod 6450),
ty sgd(7,6450) = 1. Det ger att
7% =7 (mod 6450)

sd svaret ar 7.



3.

6.

Forst valjer vi 4 personer till ett lag. Det gar pa
12 12-11-10-9
- —_— = . — 4 5
(4) 139 55-9 9

sitt. Darefter ar det 8 personer att vilja pa till det andra laget som da kan

véljas pa
8 8-7-6-5
(4) 4-3-2 o=10

satt. Nu géller det att inte missa att vi kan permutera de tre lagen och fa

samma uppdelning av personer pa 3! = 6 olika sétt. Det totala antalet olika
uppdelningar blir darfor

12\ /8\ 1
.2 —=165-35 = )
(4) (4) 5 65 - 35 = 5775

. Vi visar forst att Ay, = 3-2" — 2 med ett induktionsbevis.

Basfall: n =0

Vi har att
3-20-2=1=A4,,

och alltsa géller likheten for n = 0.
Induktionssteget: Antag nu att det géller for ett fixt jamnt naturligt tal 2n.
Visa att da géller det ocksa for 2(n + 1). Vi far

Agpyo = 240,41 =2(Ag, +1) =2(3-2" =2+ 1) =3. 2" — 2,

och alltsa géller likheten ocksa for 2(n + 1).

Enligt induktionsprincipen géller ddrmed likheten for alla jimna naturliga
tal.

For de udda talen observerar vi bara att As,,1 = Ao, +1 =3-2"—1 enligt
ovan.

. Argumentet ar giltigt och en motivering kan se ut sa har.

Den fjirde premissen ger ¢. Detta ger i sin tur p V ¢ som tillsammans
med forsta premissen ger r. Detta tillsammans med andra premissen ger t.
Slutligen ger nu detta tillsammans med tredje premissen s sa argumentet
ar giltigt.

(a) Den ér reflexiv, ty a < a och s(a) < s(a) for alla a sa aRa. Den ir
antisymmetrisk, ty om a/Rb och bRa sa ér speciellt a < b och b < a,
sa a = b. Den ir transitiv, ty aRb och bRc &ar ekvivalent med att
a < b < coch s(a) < s(b) < s(c). Detta ger ju tack vare att < &r
transitiv att a < ¢ och s(a) < s(c), dvs. aRe.



7.

(b)

(2)

Nej, ty t.ex. 9 < 10 men s(9) =9 > 1 = s(10) sa 9 och 10 &r inte alls
relaterade till varandra.

Alla element i [(1,0)] = {(x,0) :  # 0} och i [(0,0)] = {(0,0)} ger
virdet 0. Alla andra ekvivalensklasser innehaller bara element (z,y)
med y # 0. Tag tva godtyckliga element (x,y) och (cx,cy) ur samma
ekvivalensklass (c,y # 0). Eftersom ‘”5 = % sa ger f samma virde for
de bada elementen i [(x,y)] och alltsa beror inte viirdet av f pa vilken

representant man véljer.

T.ex. dr (1,1) och (2,2) i samma ekvivalensklass, men g ger virdena
1 respektive 4.

) Den ér inte injektiv, ty [(0,0)] # [(1,0)] men f([(0,0)]) = f([(1,0)]).

Den &r surjektiv, ty givet r € R sa ar f([(r,1)]) = 7.

Vi berdknar s(n) for alla 1 <n < 10:

s(1) =0
s(2) = 1
s(3) = 1
s4) = 1+2=3
s(b) = 1
s(6) = 142+ 3 =06 Perfekt!
s(7) = 1
s(8) = 1+2+44=7
s9) = 1+3=4
s(10) = 1+2+5=8.

Vi ser att bara 6 ar perfekt.

Eftersom ¢ = 2P — 1 &r ett primtal sa har n bara tva primtalsdelare: 2
och ¢q. Det betyder att alla positiva delare till n som ar mindre &n n
ges av

{1,2,2%,...,2°" q,2q,...,2""%¢}.

Vi far att
p—1 p—2 -1
2P — 1 2= —1
— ok kg —
s(n) ; +}; 1=5-1 951

= 2724 q) — (1+q) =22 +1) -2
= 27N +1-2) =212 — 1) =n,

och alltsa ar n perfekt.



