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Losningar

1. (a) Vi anvinder Euklides algoritm och far

4485 = 1- 3042 + 1443

3042 = 2 - 1443 + 156

1443 = 9 - 156 + 39
156 =4 - 39.

Alltsa ar sgd (3042, 4485) = 39.

(b) Om vi startar fran nést sista likheten och successivt ersitter med ek-
vationen ovanfor sa far vi

39 = 1443 — 9 - 156 = 1443 — 9(3042 — 2 - 1443)
= —9-3042 + 19 - 1443
= —9-3042 4 19(4485 — 3042) = 19 - 4485 — 28 - 3042.

Alltsa &r 19 - 4485 — 28 - 3042 = sgd (3042, 4485).

2. Vi har mojligheterna att antalet svarta bollar ar 0, 2 eller 4. Man kan vélja

k svarta bollar pa (1,:) siatt och 5 — k vita bollar pa (5zk) satt. Totalt blir

det alltsa

()0 ()0 () -t -

3. (a) Vi har att 1718 = 156 - 11 4+ 2 sa 1718 = 2 (mod 11). Om vi tar
successiva potenser av 2 modulo 11 sa far vi

22 =4, 22=8,2=5,2°=10, 25=9
2"=722=3,2°=6, 2= 1.

Det ger att modulo 11 far vi att

17181632 = 21632 — 21630 . 22
— (210)163 4= 1163 4= 4.

Svaret ar alltsa 4.



(b) Visagovan att 1718 = 2 (mod 11) och att det minsta positiva heltalet
x som uppfyller 2* = 5 (mod 11) &r z = 4. Dessutom blev 2" = 1
(mod 11) férsta gangen da n = 10. Det betyder att 210+ = 210.24 = 5,
2204 = (219)2. 21 = 5 etc. Sammanfattningsvis far vi att 16sningarna

till ekvationen ar precis alla positiva heltal x som ar kongruenta med
4 modulo 10.

Anmirkning: Det faktum att 2'° = 1 f5ljer av Eulers sats sa vi kunde
besparat oss lite besviir genom att bara berikna potenser t om 25.

. Lat tex P(z,y) vara predikatet = > y och sitt universum till R for bade
och y. Da géller for alla x att det finns y sadant att = > y, vi kan tex ta
y =x — 1. Alltsa ar

Vo3yP(z,y)

en sann utsaga. Daremot finns det inget y sadant att =z > y for alla x.
Ett sadant y skulle vara ett minsta reellt tal vilket ju inte existerar, tex ar
y—1%y. Alltsa ar

YV P(z,y)

en falsk utsaga

. Sétt f(n) =TI, (1 — %) och g(n) = %L, Da ska vi bevisa att f(n) = g(n)
for alla naturliga tal n > 1. Vi gor ett induktionsbevis.

Basfall: n = 2. D4 har vi

2 1 1 3 241
f(Q)ZH(l—Z.—Q):1—§=Z=W=9(2),

i=2
sa pastaendet ar sant for n = 2.

Induktionssteg: Antag att det dr sant for n och visa att da ar det ocksa
sant for n 4+ 1. Genom att utnyttja induktionsantagandet sa far vi

fln+1) = ﬁ(“é)zﬁ(l_%)'(l_ﬁ)

=2 =2

B _(n+1)2—1_ .
= s PED L gt

_ nn+2) n+2
 2n(n+1)  2(n+1) =9(n+1).

n? +2n _n+1 n? +2n
(n+1)2 2n  (n+1)2

Enligt induktionsprincipen ar pastaendet ddrmed sant for alla heltal n > 1.



Figur 1: Riktade grafen till forsta deluppgiften.

(b) Den minsta ekvivalensrelation som innhaller R dr den med ekvivalens-
klasserna {1,2,3,6} och {4,5}.

(c) Den minsta partiella ordning som innehaller R dr R U {(1,3)}.

7. (a) Villkoret for att vara reflexiv dr att aR,a for alla a € Z. Men
aR,a<n|a+a<sn|2a

och detta géller for alla a om och endast om n | 2, dvsn € {1,2}.

(b) Den ar alltid symmetrisk ty addition &r kommutativ sa

aRben|la+besn|b+as bR,a.

(c) Den &r aldrig antisymmetrisk, ty tex har vi att nR,2n och 2nR,n
och n # 2n for alla n.

(d) Antag att aR,b och bR, c. Da finns k,l € Z sadana att a +b = nk och
b+ c=nl. Vi far da att

at+c=(a+b)+(b+c)—20b=n(k+1)—2b.

Villkoret att aR,c &ar alltsa ekvivalent med att n | 2b. Men detta ska
gilla for alla b, sa enda mojligheterna ar n € {1,2} for vilka R, ar
transitiv.

8. Sats: Ett positivt heltal n kan skrivas som differensen mellan kvadraterna
av tva heltal om och endast om n dr udda eller 4 | n

Bevis: Lat n vara ett positivt heltal. Om n ar differensen mellan kvadraten

av tva heltal sa ar

n=a’—y" = (x—y)z+y)



for z,y € Z. Om x och y bada &ar udda eller bada ar jamna, sa ar bade z+vy
och x —y jamna. Da kommer 4 | n. Om z och y inte dr kongruenta modulo
2 sa kommer x +y och x —y bada att vara udda sa da kommer ocksa n att
vara udda. Vi har nu visat att villkoren i satsen dr nodvindiga.

Vi ska visa att de ocksa ar tillrdckliga genom att ge konkreta exempel pa z
och y. Antag forst att n dr udda. Om vi véljer x = y + 1 sa far vi

-y =@-y(z+y) =1-2y+1)=2y+1,

sa vi kan fa alla udda tal genom att tay =0,1,2,... och x =y + 1.

Antag nu att 4 | n. Om vi véljer z = y + 2 sa far vi
-yt =(r—y)(ety) =2 (2y+2) =4y +1),

sa vi kan fa alla multipler av 4 genom att ta y =0,1,2,... och x = y + 2.
Alltsa ar villkoren i satsen ocksa tillrdckliga.



