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Losningar

4.

d.

. Vi ser att 5 ér en faktor sa vi dividerar med 5 och far 28175/5 = 5635.

Aterigen dr 5 en faktor och vi far nu 5635/5 = 1127. Siffersumman av 1127
ar 11 sa ej delbart med 3. Vi testar att dividera med 7 och far 1127/7 = 161.
Testar en gang till med 7 och far 161/7 = 23. Eftersom 23 &r ett primtal &r
vi klara och far faktoriseringen

28175 = 5% - 7% - 23.
Enligt formeln for Eulers Phi-funktion far vi att

®(28175) = ®(5%) - ®(7?) - P(23) =5-4-7-6 - 22 = 18480.

. Vi har sgd(12,21) = 3 och 3 | 186 sa ddrmed vet vi att det finns heltalslos-

ningar. Vi kan forkorta med 3 och far da 4x + 7y = 62. Vi bestdmmer forst
en l6sning till 4x 4+ 7y = 1. Den generella metoden ar att anvinda Euklides
algoritm, men hér ser vi enkelt x = 2 och y = —1 &r en 16sning. Dérmed
arr =262 =124 och y = —1-62 = —62 en 16sning till ekvationen. Den
allménna l6sningen till ekvationen ar da

x =124 —Tn och y = —62+4n, n € Z.

Vi bestammer alla mdojliga heltal n sa att bade z och y blir positiva. Det
minsta n sa att y > 0 4r n = 16 vilket ger (z,y) = (12,2). Om vi tar
n = 17 sa far vi (z,y) = (5,6) och f6r n > 17 blir < 0. Losningar &r alltsa
(z,y) = (12,2) och (z,y) = (5,6).
Definitionerna finns pa sidan 61 i boken.
Exempel pa funktion f :7Z — Z som ér
e injektiv och surjektiv: f(z) ==
e injektiv men inte surjektiv: f(z) = 3
e inte injektiv men surjektiv: f(z) =z omz <0, f(z) =z—1lomz >0

e varken injektiv eller surjektiv: f(x) = z?

(a) Argumentet ar inte giltigt och ett motexempel &r ¢ sann och p falsk.

(b) Argumentet dr giltigt och vi gor ett motsigelsebevis. Antag att slutsat-
sen s dr falsk och att alla premisser dr sanna. Da ger fjirde premissen
att ¢ ar falsk. Om nu ¢ ar falsk sa ger tredje premissen att p dr falsk.
Men om bade p och ¢ ar falska sa blir pVq falsk vilket ger en motsdgelse
eftersom det ar den forsta premissen. Alltsa &r argumentet giltigt.

(a) Vi ska vilja 4 bland 15 och det kan man gora pa
(15) ~ 15-14-13-12

=15-7-13=1
4 T 2.3.4 5-7-13 365

satt.



(b) Vi ska forst vilja 1 bland 10 och sedan 3 bland 5 och det kan man gora

pa
10\ /5 5-4-3

= 10- ~10-10=1

(1)(3) 0 55 =10-10=100

(c) Enklast blir att rdkna ut komplementet, d vs vélja ingen bla boll, och
subtrahera detta fran svaret i forsta deluppgiften. Vilja ingen bla boll
ar det samma som att vélja 4 vita bollar och det kan man gora pa

(0-()-

satt. Svaret ar alltsa 1365 — 5 = 1360.

satt.

6. Den hogra olikheten foljer av att alla termerna i summan &r hogst /n med
strikt olikhet for alla utom den sista termen. Eftersom det finns totalt n
stycken termer far vi att

Zn:\/E<2n:\/ﬁ:n~\/ﬁ:n3/2.
k=1 k=1

For den vanstra olikheten anvinder vi induktion. Basfall: For n = 2 far vi
att hogerledet dr 1+ /2 och viinsterledet ir %23/2 = /2 s& det stammer da
n = 2.

Induktionssteg: Antag nu att den 6nskade olikheten géller da n = m dar m
ar ett godtyckligt valt heltal storre dn eller lika med 2. Vi ska visa att den
da ocksa giller da n = m + 1. Vi far da {6r hogerledet att

m+1 m

1
Z\/%:Z\/E+\/m+1>§m3/2+\/m+l,
k=1 k=1

dér olikheten foljer av induktionsantagandet. Det ricker nu att visa att det
sista uttrycket dr minst lika stort som %(m +1)3/2, Fér att gora det gar det
lika bra att visa att det géller for kvadraterna av uttrycken vilket kommer
att forenkla det for oss. Vi ska alltsa visa att

1 2 1 2

vilket blir
m3 4+ 4(m + 1) +4m32Vm + 1> (m + 1) = m® +3m* +3m + 1

om vi utvecklar kvadraterna och multiplicerar bada leden med 4. For vin-
sterledet far vi nu

m? +4(m 4 1) +4m> > Vm + 1 > m?® 4+ 4m + 4 + 4m>*/m
=m® +4m® +4m +4
>m® +3m* +3m+ 1
och darmed har vi visat olikheten. Enligt basfall, induktionssteg och induk-

tionsprincipen géller ddrmed olikheten for alla heltral storre &n eller lika
med 2.



7. (a) Foljer direkt av att likhet &r en ekvivalensrelation.
(b) {2,11,20,101,110, 200}

(c) Dessa &r inte korrekta definitioner. Vi har tex att [7] = [16] eftersom
bada har siffersumman 7. Daremot giller t ex

[7] @ [3] = [10] och [16] @ [3] = [19],

men [10] # [19] sa ‘additionsdefinitionen’ beror pa representanten. Pa
samma sitt beror ‘multiplikationen’ pa representanten for vi har tex

7] @ [7] = [49] och [16] ® [7] = [112],
men [49] # [112].

8. Det giller att visa att 710"+ 4 611"~ = 0 i Z,3. Eftersom 6 - 7 = 42 si far
viatt 7-(—6) = —42 = 11 Zy3, dvs —6 &r invers till 7 i Zy3. Vi forenklar
nu uttrycket genom att férlinga med inversen till 719+ som #r

(_6)10n+1 _ (610n+1)
eftersom 10n + 1 ir udda. Likheten vi ska bevisa ar da ekvivalent med
0= — (610n+1) (710n+1 4 611n—1) —1_gxn

iZ437 dvs
62" = 1.

Men i Z,3 har vi att
6°=36-6=(-7)-6=—-42=1,

s&
62ln — (63)7n — 1™ —1

i Z43 vilket var precis det vi skulle visa.



