ANDRA VECKOUTMANINGEN

DISKRET MATEMATIK

Nu avslutar vi avsnittet om funktioner och gar in pa relationer och vidare till
induktion.

Problem 1. Ar sammanséttningen av tva injektiva funktioner injektiv? Bevis eller
motexempel! Om tva funktioner har en sammanséttning som &r injektiv, féljer det
da att den forsta funktionen &r injektiv? Foljer det att den andra ar injektiv? Bevis
eller motexempel! Om ni far tid 6ver, ersitt ordet injektiv med ordet surjektiv och

upprepa.

Problem 2. En relation kan ju vara reflexiv, symmetrisk och transitiv. For varje
kombination av dessa tre egenskaper, ange en méngd A och en relation R pa A
sadan att R uppfyller just den kombinationen (t ex att R dr symmetrisk men varken
reflexiv eller transitiv, eller reflexiv och symmetrisk men inte transitiv, osv). Notera
att man i vissa fall kan anvénda en “naturlig” operation, medan i andra maste man
anvanda definitionen av en relation. Diskutera &ven giltigheten i f6ljande argument
(varning for hjarnvridande kuggfraga):

“Om R ar symmetrisk och transitiv, sa ar den automatiskt ocksa reflexiv, ty om
xRy sa géller &ven yRx pga symmetri, och transitivitet ger xRy A yRx = zRzx.
Alltsa géller zRx, dvs reflexivitet!”

Problem 3. Betrakta relationerna < och < pa méngden N x N, definierade enligt

(a,0) 2 (¢,d) <= a<cAb<d
och
(a,0) A (c,d) <= a<cV(a=cAb<d).

Verifiera att de #r partiella ordningar. Ar nigon av dem en total ordning? Giller
(a,b) % (¢,d) = (a,b) < (e, d)? Gaéller det omvanda? (Bevis eller motexempel
i varje fall). Finns det nagot minsta/storsta element med avseende pa nagon av
dem? Diskutera nér den ena eller den andra &r lampligare att anvdnda! Ordningen
< kallas for den lexikografiska ordningen. Kan ni gissa varfor? Diskutera om man
kan generalisera den bortom par av tal.

Problem 4. Alla manniskor har samma harféarg! Detta kan vi visa med induktion,
genom att visa att for varje positivt heltal n har varje grupp om n ménniskor
samma harfarg. For n = 1 &r pastaendet uppenbart. Antag att vi visat det for ett
visst n. Givet en grupp om n + 1 ménniskor, kan vi ta ut en ménniska. Resterande
n har enligt induktionsantagandet samma harfarg sinsemellan. Lat den uttagna
ménniskan komma in igen, och tag ut en annan. Aterigen har de n som #r kvar
samma harfarg. Sammantaget har dérfor alla n + 1 ménniskor samma harfarg.
Enligt induktionsprincipen géller detta for varje n, sa det foljer att alla ménniskor
har samma harfiarg. Diskutera!



