FEMTE VECKOUTMANINGEN

DISKRET MATEMATIK

Denna veckas utmaning blandar den sista talteorin med kombinatorik.

Problem 1. Dela in er lilla grupp i tre team, vardera bestaende av 1-2 personer,
nidmligen Team Alice, Team Bob och Team Caesar. Uppgiften &r att Alice ska
skicka ett hemligt tvasiffrigt tal till Bob utan att Caesar far reda pa det, genom att
anvinda RSA-kryptering. Bob ska dérfor vilja tva olika, tresiffriga primtal, som
han haller hemliga. Den 6ppna nyckeln ska goras kind for bade Alice och Caesar.
Medan Alice krypterar och skickar meddelandet till Bob, och Bob dektyrpterar,
forsoker Caesar att knédcka koden. Turas gérna om och vilj olika meddelanden
och primtal. Diskutera algoritmens sdkerhet utifran er erfarenhet! OBS! Alla far
anvinda miniriknare/dator med standardfunktioner, dvs de fyra riknesditten och
liknande ting, men inte avancerade saker som primtalsfaktorisering och sadant. Nir
Bob vdiljer sina primtal dr det tillatet att anvinda en primtalskontroll pa datorn.

Fermats lilla sats. Foljande tva uppgifter gar ut pa att, pa tva sitt, visa att
om p dr ett primtal och a > 0 ett godtyckligt heltal, sa #r a? = a (mod p). Detta
pastéende kallas for Fermats lilla sats (FLS). Fundera forst kort 6ver varfor FLS i
princip foljer ur Eulers sats, vilket vi dock inte ska anviinda nedan. (Alla kongru-
enser #r modulo p.)

Problem 2. Lat p vara ett primtal.

(1) Visa att p|(}) for varje 0 < k < p.
(2) Visa dérur att (a + b)? = a? + bP {or alla heltal a och b.
(3) Anvéind detta for att visa FLS med induktion 6ver a € Z..

Problem 3. Ett halsband med p hdngen &r ett arrangemang av p bokstédver i en
cirkel med hénsyn till inbérdes ordning men utan hiinsyn till forstabokstav (sa att
ABBA ger samma halsband som AABB, men inte som BABA). Vi kallar ett ord
socialt om det ger samma halsband som atminstone nagot annat ord. Vi ska nu
rakna halsband med p héingen tagna ur ett alfabete med a bokstéver.

Antag forst att alfabetet har a = 2 bokstédver. Hur manga ord med p = 5
bokstéver finns det? Skriv dem i grupper sa att orden i varje grupp ger samma
halsband som varandra. Hur manga grupper har bara ett ord? Vilka andra storlekar
pa grupper forekommer? Forsok forsta varfor det dr sa och hur a? — a kan uttryckas
som ett visst antal ord. Hérled dérur FLS f6r p = 5 och a = 2.

Gor, om ni behover, om detta med p = 3 och a = 4. Generalisera sedan ert
resonemang till ett godtyckligt primtal p och heltal a > 0.

Problem 4. Ett féretag med 10 anstéllda ska vilja ett ombud bland 4 kandidater.
Detta gors genom att varje anstéilld lagger sin rost pa precis en valfri person bland
kandidaterna. Pa hur manga olika sétt kan valet falla ut? Hur skulle det se ut om
det istéllet funnes n anstédllda och r kandidater?
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