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Grafer och grannmatriser
Teoriévningar

1. Antag att vi har en graf (eller riktad graf) G. Vi definierar da det sam-
manhingande héljet sh(G) av G som en graf med foljande egenska-
per:

e sh(G) har samma noder som G.

e Det finns en kant mellan tva noder i sh(G) om och endast om det
finns en vig mellan dem i grafen G.

Paminner ocksa om att en riktad graf &r sasmmanhéngande om det finns
vig (i nagon riktning) mellan varje par av noder och starkt samman-
hdngande om det finns i bada riktningarna mellan varje par av noder.

(a) Antag att grafen G har grannmatrisen A. Ge en formel (algoritm)
hur man kan berdkna grannmatrisen for sh(G) fran A.

(b) Ge ett villkor for att (den ej riktade) grafen G &r sammanhéngande
uttryckt i grannmatrisen for sh(G).

(c) Ge ett villkor for att den riktade grafen G &r starkt sammanhéng-
ande uttryckt i grannmatrisen for sh(G).

(d) Ge ett villkor for att den riktade grafen G 4&r sammanhéngande
uttryckt i grannmatrisen for sh(G).

2. Vad ar det for kriterium pa en matris A for att den ska kunna vara
overgangsmatrisen for en Markovkedja.

3. Om A &r dvergangsmatrisen for en slumpvandring (och mer allmént
for en Markovkedja) s& har A’ i allménhet egenviirdet 1 och alla andra
egenvirden ligger i intervallet [—1, 1].

(a) Motivera att slumpvandringen har en unik stationér fordelning om
A" har egenviirdet 1 med bara en egenvektor v (och alla multiplar
av denna fOrstas) och alla andra egenvirden ligger i det Gppna
intervallet (—1,1).

(b) Hur berdknar man denna stationéra fordelning?

(c) Lat G vara grafen med bara tva noder och en kant mellan dessa. Vi
sag pa foreldsningen att slumpvandringen pa denna graf inte hade
nagon stationdr fordelning. Berikna egenvirdena for konjugatet

av dess Overgangsmatris och se om dessa kan ge nagon forklaring
till detta.

4. Lat G vara en graf med n noder. Antag att det for varje par av noder
finns en kant mellan dem med sannolikheten p.

(a) Lat n = 2 respektive 3. Vad dr sannolikheten att G dr samman-
hdngande?

(b) Vad tror ni hander om vi fixerar p och later n vixa?
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Dator6vningar

Forst ett litet tips som kan vara anviindbart i 6vningarna nedan. Om A ar
en matris och n &r ett tal sd ger kommandot A > n en (logisk) matris med
ettor pa alla platser dir elementet i A ar storre &n n och nollor pa Gvriga
stiallen. For att fa en “vanlig” matris som man kan gora berdkningar med sa
kan man tex skriva +(A>n).

1.

Gor en funktion RANDGRAF som givet ett tal n och en sannolikhet
p ger en riktad graf diar det finns en kant fran en nod till en annan
(inklusive sig sjélv) med sannolikheten p.

Gor en funktion HOLJE som givet en grannmatris for en riktad graf
ger det sammanhéngande holjet.

Gor en funktion SMH (respektive STARKTSMH) som givet en grann-
matris for en riktad graf ger 1 om den dr sammanhéngande (respektive
starkt sammanhéngande) och 0 annars. Tips: Anvind nagot ni redan
gjort och dven kommandot ONES kan vara anvindbart.

Gor en funktion GRAF2MARKOV som givet grannmatrisen for en rik-
tad graf ger Gvergangsmatrisen for motsvarande slumpvandring (Mar-
kovkedja).

Gor en funktion STATIONAR som givet matrisen for en Markovkedja
ger den unika stationéra fordelningen (om den existerar). Om matrisen
man ger funktionen inte ar Gvergangsmatrisen for en Markovkedja sa
ska funktionen ge svaret ‘FELAKTIG MATRIS’. Om det inte finns
unik stationéir fordelning sa ska den ge svaret 'EJ UNIK STATIONAR
FORDELNING'.

Undersok experimentellt huruvida de svar ni fick i sista teoriuppgif-
ten vad det giller sannolikheten att grafer &r sammanhangande verkar
rimliga. Forst bor ni skapa en funktion som ger grannmatrisen for en
oriktad slumpgraf. Generera sedan ett stort antal slumpgrafer och kolla
hur stor andel som dr sammanhéngande.

Uppgifterna 3 och 5 ska redovisas for évningsledaren.



