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Som avslutning pa kursen ska vi knyta samman linjir algebra med grafteori
och sannolikhetsteori fran forsta kursen. Resultatet blir sa kallade slumpvand-
ringar pa grafer och ett (av manga) exempel pa tillimpningar dr sckmotorer
pa internet.

Grafer och grannmatriser

Lat G = (V,E) vara en graf, dir V = {v1,v,...,v,} &r noderna och F
ar kanterna. Paminner om att kanterna bestar av oordnade par av element
iV, dvs 2-delméngder av V. For att arbeta effektivt med en graf sa ar
det praktiskt att representera den med den sa kallade grannmatrisen A =
A(G). Denna har storlek n x n och elementen &r

e — 1 om {v;,v;} € E
“ 1 0 annars.

Med andra ord sa &r a;; = 1 om och endast om det finns kant mellan nod
7 och nod j. Observera att grannmatrisen dr symmetrisk, eftersom om det
finns kant mellan ¢ och j sa finns det ju (samma) kant mellan j och i. Det
kommer ocksa att bara vara nollor pa diagonalen, eftersom vi inte tillater
kanter till sig sjilv.

Nu kan man med hjilp av enkla matrisoperationer fa en hel del information
om grafen G. Om vi tex beriiknar A% s3 kommer denna att ge antalet vigar
av lingd 2 mellan olika noder. Ty om B = A? s giller att

n
bij = E Qi Okj
k=1

och a;rag; = 1 om och endast om det finns en kant fran nod 7 till nod % och
en fran nod £ till nod j, dvs en vig av ldngd 2 fran nod 7 till nod j.
Med hjilp av induktion kan man utan problem visa f6ljande generalisering:

Sats 1 Lit A vara grannmatrisen till en graf G. Dé gdller att element (i, j)
i A¥ ger antalet vigar av lingd k fran nod i till nod j.

Som en direkt foljd till detta sa far man

Sats 2 Lat A vara grannmatrisen till en graf G. Det finns en vig mellan nod
i och nod j om och endast om det for nagot k > 1 gdller att element (3,j) i
matrisen AF dr stérre dn noll.

Hur hogt £ maste man ta i forra satsen? Kan det bli hur stort som helst?
Svaret ar att man kan ta £ < n och det far vi av féljande enkla satser. Vi
paminner om att en vig dr enkel om den bara passerar varje nod hogst en

gang.

Sats 3 Om det finns en vig mellan tvd noder sd finns det en enkel vig mellan
dem.
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Bevis. Om den givna vigen inte dr enkel si innehaller den en cykel:

{6, Vi1, -5 U, Vi )

Denna kan man nu ta bort forutom det forsta elementet v; och vi har en
kortare vig med minst en mindre dubblett. Detta kan man nu fortsidtta med
tills alla cykler &r eliminerade och d& har vi en enkel vig. m

Sats 4 Varje enkel vig i en graf med n noder dr av lingd hogst n — 1.

Bewvis. Eftersom den bara kan innehalla varje nod en gang sa blir antalet
kanter hogst antal noder minus ett. n

Kombinerar vi nu dessa satser sa far vi féljande kriterium pa att det finns en
viag mellan tva noder:

Sats 5 Lat A vara grannmatrisen till en graf G med n noder. Det finns en
vag mellan nod i och nod j om och endast element (i,7) © matrisen

ar storre an noll.

Bevis. Element (i,7) i matrisen B ger enligt Sats 1 antalet vigar av lingd
hogst n — 1 mellan nod ¢ och nod j. Darmed &r element (7, j) i B positivt om
och endast om det finns vig av langd hogst n — 1. Men enligt de tva senaste
satserna ovan sa finns det en vig mellan nod ¢ och 7 om och endast om det
finns en vig av langd hogst n — 1 mellan dem. Darmed ar beviset klart.

Som en direkt f6ljd sa far vi féljande kriterium pa att en graf &r samman-
héngande, d vs att det finns en viig mellan varje par av noder.

Sats 6 En graf med grannmatris A dr sammanhdngande om och endast om
alla element 1

ar storre an noll.

Den diskussion som vi genomfort for grafer fungerar precis lika bra for riktade
grafer, d vs grafer dar kanterna bestar av ordnade par av noder. En skillnad
i detta fall &r att matrisen inte behdéver bli symmetrisk, eftersom det kan
finnas kanter i bara en riktning (“enkelriktade gator”). Dessutom kan man
tanka sig att ha loopar, d vs en kant fran en nod till sig sjdlv. Fér matrisen
betyder detta att elementen pa diagonalen inte beh&ver vara 0.

Alla satserna ovan géller ocksa for riktade grafer om man i sista satsen byter
ut ‘sammanhingande” mot ‘starkt sammanhéngande ", d vs att det finns vig
fran varje nod till varje annan nod (alltsa i bada riktningarna).
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Slumpvandringar pa grafer

En intressant idé med manga tillimpningar ir sa kallade slumpvandringar pa
grafer. Antag att vi har en graf G och 1at d(v) vara graden f6r noden v, dvs
antalet grannar till v. Da later vi slumpvandring pa denna graf vara féljande
process: Om vi dr i en nod v sd beger vi oss sedan till nadgon av dess grannar
med lika stor sannolikhet, d vs med sannolikheten 1/d(v).

Det finns nu massor av intressanta fragor att stilla sig som &r relevanta i
olika sammanhang. Vi ska hér frimst svara pa en av de viktigaste ndmligen:
Vad &r sannolikheten att man &r i en given nod vid en given tidpunkt? Men
innan vi ger oss pa denna fraga ska vi undersoka hur man kan anvinda sig
av matriser for att studera slumpvandringen.

Fran grannmatrisen A till grafen kan man nu definiera den sa kallade 6ver-
gangsmatrisen M for slumpvandringen genom

n
mij = aij/ E Qik-
k=1

Med andra ord sa normerar man varje rad sid att summan av dem ar 1.
En matris som uppfyller detta (eller ofta dess transponat) brukar kallas for
en stokastisk matris. (Ett exempel pa detta som vi stétt pa tidigare ar
uppgiften som handlade om flyttning mellan storstad, tatort och landsbygd.
D& var summan av kolumnerna lika med 1.)

Exempel 1 Om G dr en graf med grannmatrisen

011110
101110
110101
A= 111011
110101
001110

sd ges overgangsmatrisen av

0 025 0.25 0.25 0.25 0
025 0 0.25 0.25 0.25 0
0.25 0.25 0 0.25 0 0.25
0.2 0.2 0.2 0 0.2 0.2
0.25 0.25 0 0.25 0 0.25

0 0 03333 0.3333 0.3333 O

M =

Vi ska beskriva den nod vi befinner oss i med hjilp av en radvektor som vi

kallar fordelningsvektorn. Antag att vi som i exemplet har 6 noder. Da

betyder tex fordelningsvektorn (1 0 0 0 0 0) att vi (garanterat) befinner

oss i forsta noden. Men vi ska ocksa tillata oss att vi befinner oss i de olika

noderna med en viss sannolikhet. Detta dr naturligt eftersom vi oftast redan

efter ett steg inte lingre exakt kan veta var vi kommer att befinna oss. For-
111

delningsvektorn (3 3 5 0 0 0) betyder tex att vi befinner oss i nagon av de

tre forsta noderna med samma sannolikhet 1/3. Det enda vi kréver dr att
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summan av elementen i férdelningsvektorn &r 1 och att alla element &r storre
an eller lika med 0.

Med hjélp av overgangsmatrisen kan man nu studera slumpvandringen. Vi
anmarker forst att element (i,7) i 6vergdngsmatrisen dr per definition san-
nolikheten att man gar till nod j givet att man &ar i nod ¢. Med samma
resonemang som for potenser av grannmatrisen sa far man foljande resultat:

Sats 7 Element (i,7) i matrisen M* dr sannolikheten att man befinner sig i
nod j efter k steg givet att man startar i nod i. Om x* dr den fordelningsvektor
som beskriver var vi befann oss frin bérjan, sé beskriver x! M* var vi befinner
0ss efter k steg.

Anmirkning 1 Observera att vi multiplicerar med fordelningsvektorn (som
ar en radvektor) fran vinster. Men om man transponerar si far man istdllet
Mtx.

Exempel 2 Forst tittar vi pa den lilla grafen med bara tva noder och en
kant mellan dessa. Denna har grannmatris och overgangsmatris lika med

M:<(1’(1)>

Fér denna far vi att M* = M om k dr udda och att den dr identitetsmatrisen
om k dr jamnt. Hdr ser vi en periodicitet som innebdr att efter jimnt antal
steg dr man ddr man bérjade och efter udda antal steg dr man i den andra
noden. Om vi diremot startar med fordelningsvektorn x* = (1/2 1/2), dvs
med lika stor sannolikhet i endera av noderna, sda blir

x'M* = x!

oavsett vad k dr. Alltsi dr sannolikheten att vara i ndgon av noderna i ett
givet steg 1/2.

Exempel 3 Vi tittar nu pa den graf med 6 noder som vi bestimde over-
gdngsmatrisen for ovan. Om vi beriknar M (t ex med hjilp av Matlab) si
far man:

0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125
0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125
0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125
0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125
0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125
0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125

MlOOO —

Vi ser att kolumnerna dr (i stort sett) konstanta, dvs chansen att vara i en
given nod efter 1000 steg dar (i stort sett) oberoende av var man startade. T ex
tycks sannolikheten att vi ar i forsta noden vara 1/6.

Den foérdelning efter “lang tid” som vi fick i sista exemplet kallas fér den
stationira fordelningen. Vi sag diremot i det forsta exemplet att vi inte
fick nadgon stationér fordelning (forutom i det fall da vi startade med x' =
(1/21/2)) utan att den vixlade mellan tva olika matriser. Detta fenomen féar
man om man utgar fran en sa kallad tvadelad graf:
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Definition 1 En graf G = (V, E) sdiges vara tvadelad om det finns del-
mdangder A # 0 och B # 0 av noder sddana att AU B =V och alla kanter
t B gar mellan en nod ¢ A och en i B. Det finns alltsd inga kanter inom A
eller inom B.

Beviset av foljande viktiga sats ligger utanfor kursen:

Sats 8 Lat G vara en graf med dvergangsmatris M. Antag att G dr samman-
hingande och att den inte dr tvadelad. Da finns en unik stationdr fordelning
x! sidan att

x! =x'M.

Genom att transponera sa far man som ovan att
_ gt
x=M'x

s& x ar alltsd en egenvektor till M* med egenvirdet 1.
Det finns en elementér formel f6r den stationdra fordelningen och beviset ar
tamligen enkelt:

Sats 9 Lit G = (V, E) vara en graf som dr sammanhdngande och ej tvddelad
och betrakta motsvarande slumpvandring med dvergingsmatris M. Antag att

x! dr den stationdra fordelningen och att |E| = m. Dé gdller att

_ dlvy)

i — )
J 2m

dir x; dr element j i fordelningsvektorn x'.

Bevis. Vi ska visa att x* = x'M om z; = d(v;)/2m for alla j. Med andra
ord sa ska vi visa att

(x'M); = z; = dQ(:;)

for alla 7. Men

. n d(vy 1 1 de
(XM)J':;‘T]‘?MW: Z Q(m)'d(vk): Z om 2(m)’

{kauj}eE {’l}k,’l}j}EE

vilket var precis vad vi ville visa. Den sista likheten foljer av det faktum att
antalet kanter {vg,v;} € E (for alla mojliga k) ar antalet grannar till v;.

Exempel 4 Vi datergar till exemplet som vi tittade pd ovan. Vi har ddr att
d(vi) = d(ve) = d(v3) = d(vs) = 4, d(vs) = 5 och d(vg) = 3. Totala antalet
kanter ar (4-4+5+3)/2 = 12. Fran satsen ovan sd ser vi att den stationdra
fordelningen dr

vilket (givetvis) stammer med den fordelning vi fann ndr vi tog en hég potens
av overgangsmatrisen.
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Man kan studera slumpvandringar ocksé pa riktade grafer (t ex gor man detta
niar man modellerar “webben” med en graf). Man far liknande resultat som
de vi fick for vanliga grafer.

Markov-kedjor

En generalisering av de slumpvandringar pa grafer som vi studerade ovan ar
att man helt enkelt frangar principen att varje kant ut fran en nod ska ha
samma sannolikhet att viljas. Det man far da brukar kallas for en Markov-
kedja. Till en Markov-kedja far man alltsa en Overgangsmatris dir precis som
innan summan av raderna dr 1. Nu behéver dock inte alla element i en rad
var lika stora. Vi anméirker att ocksa slumpvandring pa en riktad graf ar ett
specialfall av begreppet Markov-kedja.

Exempel 5 Betrakta matrisen

1/6 1/3 1/2
M= 1 0 0
1/2 1/3 1/6

Summan av varje rad ar 1 sd detta dr en dvergangsmatris for en Markov-
kedja. T ex har vi att sannolikheten att vi gar frin nod 1 till sig sjilv dr 1/6.
Har (precis som nar vi har riktade grafer) s tillater vi att man gar fran en
nod till sig sjilv. Om man berdknar potenser av M sa finner man att den
stabiliserar sig pa

0.4687 0.25 0.2812

0.4687 0.25 0.2812

0.4687 0.25 0.2812

Om man berdknar egenvirden och egenvektorer till M* sé finner man (som ni
kanske redan gissat) att 1 dr ett egenvirde med egenvektorn (0.4687 0.25 0.2812)".
Denna svarar precis som i fallet ovan mot en stationdr fordelning.

Vi har féljande generalisering av Sats 8. Det tekniska begreppet periodisk har
vi inte definierat. Tdnk pa det som en generalisering av det varannanfenomen
som en tvadelad graf gav.

Sats 10 Antag att Markov-kedjan dr sammanhdngande (irreducibel) och att
den inte dr periodisk (svarar mot ej tvidelad). Dd finns en unik stationdr
fordelning.

Antag att vi vet att en Markov-kedja har en stationir férdelning x!. DA vet
vi att x! = x! M eller ekvivalent att M’x = x. Vi ska alltsa 16sa det homogen

ekvationssystemet
(M'—I)x=0.

Detta ger ett alternativt sitt att bestimma den stationdra fordelningen.
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Ovningar

1. Lat G vara en graf med grannmatrisen

0100
1 011
A= 0101
0110

(a) Visa med hjélp av matrisoperationer att G' 4r sammanhéngande.

(b) Hur manga végar av lingd 3 finns det fran nod 1 till nod 27
(Anvénd aterigen matrisoperationer.)

(c) Bestam overgangsmatrisen M for slumpvandringen pa G.

(d) Vad &r den stationdra fordelningen for slumpvandringen? (Finns
det nagon?)

(e) Ge en egenvektor och ett egenvirde till matrisen M?!. Inga fler
rakningar behovs!

2. Lat
1 6 3 3
3 3 6

vara Overgangsmatrisen for en Markov-kedja. Beridkna den stationira
fordelningen.



