Férelasning 2, Linjar algebra IT V12006 1

Linjarkombinationer, baser
Definition 1 Ldt vy och vy vara tvd vektorer. En vektor v pd formen
v = avy + bvay,

dir a,b € R kallas dd for en linjirkombination av vy och vo. Mer allmdnt
sd kallas en vektor v pd formen

n
V= E QAiVi,
i=1

dir a; € R for en linjarkombination av {v;}.

Exempel 1 Ldt vi = e, och vy = e,. Da dr en linjirkombination av e, och

e, en vektor
1 0 a
v=oae,+be,=a- <0> +b- <1> = (b) )

Vi ser har alltsd att varje 2-vektor dr en linjarkombination av e, och e,.
Om wvi istillet tar e, och e, i tre dimensioner sd far vi

1 0 a
v=ae,+bey=a-|0]+b-[1]=15b
0 0 0

Alla linjdrkombinationer dr i det hér fallet alltsé vektorerna i xy-planet (de
som har tredje koordinaten lika med noll).

Definition 2 Vi sdger att vektorerna v4,...,v, dr linjirt oberoende om

enda losningen {a;} till

Zaivi =0

i=1
ar den triviala losningen a1 = ay = -+ = a, = 0. Om de inte dr linjart
oberoende sd sdager vi att de dr linjart beroende.

Exempel 2 Vektorerna e, och e, ar linjart oberoende ty

0 a
0= <0> = ae, + be, = (b)’

vilket endast har losningen a = b = 0.

Proposition 1 Twd vektorer vi,vy # 0 dr linjirt beroende om och endast
om de dr parallella.
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Bevis. Antag forst att v; och vy &r linjirt beroende, dvs att det finns tal
a,b med (a,b) # (0,0) sddana att 0 = av; + bve. Vi kan anta att a # 0. Det
ger

b

Vi = ——Vo
a

och alltsa ar vy och vy parallella.
Omvint sa antag att vi; och vy dr parallella. Da ar vi = kv, for nagot

keR\ {0} sa

0:V1—]€V2

vilket visar att v och vy &r linjirt beroende. O
Pa samma sétt kan man ocksa visa foljande mer generella resultat:

Proposition 2 Vektorerna vq,...,v, dr linjirt beroende om och endast om
en av dem kan uttryckas som en linjirkombination av de andra.

2
Exempel 3 Tag vi =e,;, vo =€y och vy = | 1| 1 tre dimensioner. Dd dr
0
1 0 2
—2-|o)-1-(1])+1-[1] =0,
0 0 0

s vy, Ve, vy ar linjart beroende. Dessutom far vi tex att

Nt (2) 2 () <t
Vi = =5 5 = —35V2T 5V3
0 2 0 2 0 2 2
genom att l6sa ut vy.
Definition 3 Vektorerna vy, vo, ..., v, sdges utgora en bas om varje vektor
kan skrivas som en linjarkombination av vektorerna vy, vy, ..., v, pa ett unikt
sdatt. Om vq,Vva,..., Vv, dr en bas och

n

vV = Z a;Vv;

i=1

sd sager vi att (a1, a9, --.,a,) dr v:s koordinater i basen {v;}.

Exempel 4 Vi har tidigare infort basen (e, e,) for alla 2-vektorer och till-
hérande koordinatsystem. Men man kan ta vilka tvd vektorer som helst som
ar # 0 och ej parallella och lata dem utgora en bas. Lit tex v = (%) 1 basen
(€g,€y). Dd dr

v=1-v+0-e,
s 1 basen (v,e,) har v koordinater (1,0). Vi har ocksd

1 1
e, = §V - iey,

si ey har koordinaterna (1/2,—1/2) i basen (v, e,).
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Foljande proposition ger ett alternativt villkor fér en mingd vektorer att
utgora en bas.

Proposition 3 Vektorerna vi,vs, ..., v, utgér en bas om och endast om de
ar linjdart oberoende och varje vektor kan skrivas som en linjarkombination
av dem.

Anmérkning 1 Vi har tidigare anvint begreppet dimension utan att ge na-
gon formell definition. En naturlig definition av begreppet dr helt enkelt att
lata dimensionen vara antalet element i en bas. Detta stammer overens med
vdr intuitiva uppfattning av dimension for planet (som alltsd har 2 basvekto-
rer) och rummet (som har 3 basvektorer).

Skalarprodukt

Definition 4 Ldt u och v vara tvd vektorer och lit o vara minsta vinkeln
mellan dem. Da definierar vi skaldrprodukten u-v genom

u-v=|ul|v|-cosa.
Exempel 5 Vi tittar pd féljande tva extrema exempel:
1. Lat u vara vilken vektor som helst. Da dr

u-u=|ullul-cos0=|ul’.

2. Antag att u,v # 0. Da gdller att
u-v=0<|u||v[]-cosa =0« cosa=0
vilket dr ekvivalent med att uw och v dr ortogonala (vinkelrita).

Observera att skaldrprodukten av tva vektorer ar ett reellt tal, inte en vektor.
Skaldrprodukt ar alltsa ingen operator pa mingden av vektorer. Skaldrpro-
dukten uppfyller féljande rakneregler:

l.u-v=v-u
2. (cu)-v=c(u-v), ceR
3. u-(v+w)=u-v+u-w.

De tva forsta foljer direkt fran definitionen, men den tredje dr ganska kom-
plicerad (se boken sidan 39). Skaldrprodukten &r enkel att rdkna ut om man
har vektorerna givna i koordinater map en ON-bas:

Sats 1 Antag att u och v har koordinaterna (;;) respektive (ZS) t en ON-
bas (e1,e3). Dd gdller att

u-v==21T2 + Y1Y2-
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Bewvis. Vifar mha raknereglerna ovan och e;-e; =e;-e; =1oche;-e; =0
att

u-v = (7€ +yier) - (z2€1 + yo€2)
= z132(e1 - €1) + Z1yz(€1 - €2) + Y172(€2 - 1) + y1ya(er - €2)

= T1%2 + Y1Ye-
O

Exempel 6 Vi vill berdkna vinkeln mellan vektorerna med koordinaterna @
nagon ON-bas givna av (%) respektive (}).
Frién u-v = |ul||v|- cosa far vi
u-v 2-34+1-4 10 2
cosa = —.

v V- VE+2 V55 b

o e _ l
Alltsé dr o = arccos 7

Anmirkning 2 Motsvarande resultat géller i 3 (och dven i hiogre) dimen-
stoner. Det dr mycket viktigt att basen dar ortonormerad. Titta en gang till
pa beviset och overtyga dig om detta.

Det finns ett par typer av linjira avbildningar som ar speciellt intressanta
och viktiga. En av dessa ar vissa projektioner. Vi inleder med att studera
(ortogonal) projektion pa en linje.

Definition 5 Lat v vara en vektor och L en linje. Den ortogonala pro-
jektionen av v pd L, vy, definieras som den vektor som dr parallell med L
och sdadan att

vy (v—vy)=0.

\2 L

Sats 2 Lat e vara en enhetsvektor parallell med linjen L. Den ortogonala
projektionen av v pd L ges av

v, = (e-v)e.

Beuwis. Vivet att vy = te for nagot t € R eftersom e och vy, bada ar parallella
med L. Vidare &r 0 = e - (v — v) per definition av ortogonal projektion. Vi
far

0=e-(v—vy)=e-v—e-vi=e-v—e-te=e-v—1ie-e)=e-v—1.

Alltsd d&r t = e-v och vy, = te = (e - v)e. 0
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Exempel 7 Bestim den ortogonala projektionen av en godtycklig vektor (;)
pd linjen parallell med v = (%)
Normering av v ger

Projektionen av en vektor (;ﬁ) ges alltsa enligt satsen ovan av
= |G) =[50 0 B 0)
L Y V2 \y 1 V2 \1
1 1\ 1T /(z+y\ 1(1 1\ (z\ _[(1/2 1/2\ (z
= 3@ty (1) T2 (:v—l—y) T2 (1 1) <y) - (1/2 1/2) \y)"
Vi ser av detta att denna projektion dr en linjdr avbildning och detta gdller

for ortogonala projektioner i allmdanhet. (Visa detta genom att imitera det
har exemplet med v utbytt mot en godtycklig vektor.)



