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Overbestimda ekvationssystem

Antag att vi har 3 ekvationer och 2 obekanta, s& Ax =b dir A = (a; ap) ar
en 3 X 2-matris. D4 ar

Ax = (a1 ag) (;;) = x1a] + T2a2

en linjarkombination av kolonnerna a; och as i A. Sa Ax = b har 16sning om
och endast om b &r en linjarkombination av kolonnerna i A. Alla linjarkom-
binationer av a; och a, ar ett plan 7 i R3.

b

Antag nu att vi har en vektor b som inte ligger i planet 7 och lat by vara
ortogonala projektionen av b pa 7. Da ar en vektor xq sadan att Axy = by
sa nara en 16sning till Ax = b man komma i den meningen att

|Axg — b| < |Ax — b|

for alla x € R2.
Hur bestdmmer man x,7 Sitt r = Axy — b. Da ar r ortogonal mot varje
vektor i m och speciellt mot a; och a,;. Det ger

air =0 t_
{ alr = 0 dvs A'r = 0.
Men

0= Alr = A'(Axy — b) = A'Axy — A'b,
dvs A'Axg = A'b, s x dr en losning till A’Ax = A'b.
Detta kan (ganska enkelt) bevisas i det allmédnna fallet (se boken) och vi har:

Sats 1 Residualvektorn r = Ax — b blir minimal om x satisfierar (norma-
lekvationen) A'Ax = A'b.

Anméirkning 1 Denna ‘losning’ kallas for en minstakvadratlosning.

Exempel 1 Typexempel pa ett dverbestamt system dr ndr man har en mangd
data som man vill anpassa sd bra som mdajligt till nagon typ av funktion.
Antag att vi har mdtdata

z|1 2 3 4 5
y|3 5 8 10 13

och sd vill vi hitta en rdt linje y = kx +m som stdmmer dverens ‘sa bra som
mdjligt’ med dessa data.
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Vi far ett ekvationssystem Ax =b med 5 ekvationer och 2 obekanta:

3=1k+m 11 3
5=2k+m 2 1|, 5
8=3k+m o |31 ( ): 8
10 = 4k +m 4 1|\ 10
13=5k+m 5 1 13

Vi bestimmer normalekvationen A'Ax = Atb och féar

i, (55 15 (142
AA—(15 5) ochAb—(gg).

Léser vi denna sd far vi losningen (5/2 3/10)%, dvs k = 5/2 och m = 3/10
som dr linjen som ar ritad @ bilden.

Basbyten

Vi rekapitulerar att en uppsittning B av vektorer kallas for en bas om varje
vektor kan skrivas som en unik linjirkombination av vektorerna i B. Stan-
dardexemplet ar basen

1 0 0
0 1 0

€ = 0 , €2 = 0 5 - ,€n = 0 )
0 0 1

som kallas just standardbasen for R™.
Lat nu f;, ... f, vara en bas for R”, vilken som helst. Vi tanker oss f; som
en vektor med koordinater i standardbasen. Varje vektor x € R" kan skrivas
som

X = .Tlfl + x2f2 + -+ LL'nfn,

for nagra tal z1, xo, . . ., x, som kallas for x koordinater i basen (fi,f5, ..., f,).
Denna likhet kan skrivas pa matrisform som

X1
T2

X:(f1 f2 fn) . :FXF

In
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Med andra ord dr kolumnerna i F' koordinaterna for basvektorerna f;, ..., f,
(i standardbasen) och xp dr vektorn som bestar av x koordinater i basen F'.
Fran den hir likheten far vi genom att multiplicera med F~! (som existerar
eftersom kolonnerna i F' dr linjirt oberoende) att

xp = Fx.

Sa man far alltsa koordinaterna xp i basen F' genom att multiplicera de
gamla koordinaterna med F~!.

Exempel 2 Vektorerna f; = (%) och £, = (%) dr inte parallella sd de utgor

en bas for R%. Sitt
1 2
F- (& fz):<2 1).

1 1 =2 1/1 -2
-1 _ - _ =
Fem(h )G )

Koordinaterna for standardvektorerna e, och e i basen (fi,£;) ges dd av

e (o) = (3)
= (2)=(35)

Antag nu mer allmént att vi har tva godtyckliga baser F' = (f; f5...f,) och
G = (g1 82...8,). Vikan uttrycka basvektorerna i F'ide i G:

Da ar

och

fi = pugi +pauge+ -+ Pni8n

fn =P1n81 t P22+ + Pun8n

for nagra tal p;;. Detta blir p4 matrisform

P11 P12 - DPin
P21 P22 - D2
Pni Pn2 °°° DPnn

Lat x vara en godtycklig vektor. D4 ar
x = F'xp och x = Gxg,
dar xp ar koordinaterna for x i basen F' och xs de i basen G. Vi far
Gxg = x = F’xp = GPxp.

Detta ger att
Xg = PXF,

ty bada vektorerna dr x koordinater i basen G. Vi sammanfattar i féljande
sats:
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Sats 2 Lit FF = (f; f5...1,) och G = (g1 82 ...8n) vara tvd baser for R".
Antag att de dar relaterade genom F = GP. Lat x vara en vektor med koor-
dinaterna Xp respektive Xg 1 baserna F respektive G. Da gdller

e X; = Pxp.
e xp = P 'x¢.
e G=FpP!
e P=G'F

Exempel 3 Lit f; = (1), £ = (7') och g = (7'), 8 = (1) vara tvd
baser for R?. Dessa dr relaterade genom

F=(fif)= G _11) - <_11 j) (—01 é) ~¢ <—01 é)

Antag att x har koordinaterna xp = (%) i basen F, dvs

X = 2f1 + 3f2

e (4 D) (3= (5)

Kontroll © standardbasen ger:
1 -1 -1
i esn = (1) w5 (7)< (3)
-1 -1

ON-matriser

Da ar

Definition 1 En linjir avbildning fran R™ till R* dr isometrisk om den
bevarar lingder, dvs om
| Ax| = [x],

for alla vektorer x € R". Motsvarande matris siges vara en ON-matris.

Exempel 4 Ezempel pd isometriska avbildningar i R? dr rotationer kring
origo och spegling genom origo. Bdada dessa typer av avbildningar bevarar
uppenbarligen lingden hos en vektor.

Man kan visa (se boken avsnitt 6.2) att ON-matriser inte bara bevarar langder
utan skalarprodukter i allménhet, dvs

Ax- Ay =x-y,

for alla vektorer x och y. Detta ger att om A dr en ON-matris och man tar
en ON-bas ey, ..., e, sa kommer ocksa Aey,..., Ae, att vara en ON-bas, ty
alla kommer fortfarande vara av liangd 1 och skaldrprodukten mellan olika
element kommer att vara 0. Men vi vet sedan tidigare att

A= (Ae1 Ae2 cee Aen)

sd vi far:
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Sats 3 Den kvadratiska matrisen A dr en ON-matris om och endast om dess
kolonner utgor en ON-bas.

Exempel 5 Betrakta matrisen

1/V/3 1/vV6  1/V2
A=11/vV3 1/v/6 —1/V2
1/vV3 —=2/vV6 0

Vi ser att alla kolonner har lingd 1 och att de dr parvis ortogonala. Alltsa
ar A en ON-matris.

Ett alternativt sétt att uttrycka att kolonnerna i en matris A ar ortonor-
merade dr att siga att A'A = I, ty nir man beriknar A’A si tar man
skaldarprodukt mellan kolonnerna i A. Denna produkt blir identitetsmatrisen
om och endast om skaldrprodukten av en kolonn med sig sjilv (dvs lang-
den i kvadrat) blir 1 och skaldrprodukten mellan olika kolonner blir 0. Men
om A'A = T si méste A® = A1) si vi har féljande viktiga egenskap hos
ON-matriser som gor det en barnlek att berdkna dess invers.

Sats 4 Den kvadratiska matrisen A dr en ON-matris om och endast At =
AL



