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0 1 1 1 1 0
1 0 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1
1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 0 1
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0 0.25 0.25 0.25 0.25 0
0.25 0 0.25 0.25 0.25 0
0.25 0.25 0 0.25 0 0.25
0.2 0.2 0.2 0 0.2 0.2
0.25 0.25 0 0.25 0 0.25
0 0 0.3333 0.3333 0.3333 0
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6
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R�D�9�G0S�DTCM9�D«m UY[+C7S:D�6�;:<�;�=+5¤4+D�BH9�/KC7;
(1 0 0 0 0 0)

2�9�9L4�<¨hY=H2KC�2�;�97D�C�2#9«k?R�D�©A;�;�DTC
/K575}<¯UY[+C�5�9I2L;�/0S�D�;a] ¥ D�;³40<�57B�2j/0V«B�5�@M9�<!6�6!@�9�2J/+5�5�2�979_4�<�R�DT©A;:;�D�C�/K575}<�S�D¨/K6�<!B#2
;:/0S�D�C�;A2¨1LD�SjD�;j40<�5�5Q5�2K;:;�/+6�<!B�W�DT9�]�£}D�979I2%P�Cf;A2�9�8:C76�<!=K9dD�U
9�DTC757/K1 4�<�/KU
9I2�5�9QC7DTSA2K;
D�U
9�DTC DT9�9_5�97D�=L<�;H9�DZ6�PK;�=KC7D�D�m:2KBH9�B#2�;�4+DT9I2?4�2�Cb40<�BK/+1L1LD�Cb2�979 R�D�©A;�;A2J/+575T]���[+C¤c
S:D�6!;�<�;�=K5�4+D�BH97/+C7;

(1

3

1

3

1

3
0 0 0)

R�DT9�G�S:D�C�9AD�m®2�9�9}40<)R�DT©A;�;:D�CZ/+575�<�;A@K=+/K;ª2o4³S:D
97C7DMUY[+C�5�9I2³;:/0S�D�C�;A2�1LD�S�5�2�1M1M2E572K;�;�/+6!<�B�W�D�9

1/3
])£}DT9?DT;�SA2³40<QB�C7P�4+D�C?PKC¨2�979
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5�8�1L1j2�;L2o4?DT6�DT1MDT;�9�DT;L<:UY[+C�S�D�6!;�<�;:=+5�4+DTB�97/+C7;LPKC
1
/0VIWM2�9�9d2K6�6�2}D�6!D�1LD�;H9dPKC{5¤9�[+C�C7D

P�;�D�6!6�DTCb6!<�B#2¨1MDTS
0
]

¥ D�S�W#O7P�6�>¬2o4¦[�4+D�C7=+@K;�=+5�1j2�97C7<!57D�;�B#2�;�1M2K;�;�8�5¤9�8�S�DTC�2³5�6�8�1L>�4#2K;�S�C�<�;�=KD�;F]�Ý}<
2�;�1MPKC7BKDTCZUY[+C75�9e2�9�9�D�6!D�1LD�;H9

(i, j)
<�[�4+D�C�=H@K;�=+5�1j2#9�C7<!57DT;�PKCX>�D�C�S�D�©A;�<`9�<�/K;¦5�2�;�c

;:/+6�<!B�W�DT97D�; 2�9�9N1M2K;�=H@KCM9�<!6�6_;�/0S
j
=K<!4+D�9�2�9�9N1M2K;�PKCg<};�/0S

i
] ¥ DTS 572K1L1j2

C�D�5�/+;�DT1j2K;:=?57/+1 UY[+CQ>�/�9�D�;:57D�Cb2�4M=+C72K;�;�1M2�9�C�<�5�D�;j5�@¨Ui@�CQ1M2K;jUY[+6ÒO72K;�S�D�C�D�578:6!9I2#9o»
¼ �:�� �� � Ë�Ê�ÇjÊ�Æ Á (i, j) È�ÇMÃ Á Ä«È�É�Ê�Æ Mk ÏKÄ É�ÃKÆAÆaÑ#Ë È�à�×AÊ Á Ê�Æ�Ã ÁiÁ ÇLÃKÆ���Ê Õ ÆAÆaÊ�ÄbÉ�È`Å?È
ÆnÑoÐ j ÊYÌ Á Ê�Ä k É Á Ê Å ÅKÈ
ÂKÊ Á Ã ÁiÁ ÇLÃKÆ¨É Á ÃKÄ Á ÃKÄfÈ�ÆaÑ�Ð i Í ß Ç x

t ÏKÄQÐ0Ê�Æ\ÌoÙ#Ä7Ð0Ê�Ë ÆAÈ
Æ0Å#É�ÂKÊIà Á Ñ#Ä
ÉoÑ�Ç���ÊIÉIà#Ä�È
ÂKÊ�ÄQÂ#ÃKÄbÂ�È���ÊYÌTÃKÆAÆ�Ñ�ÉIÉFÌ«Ä À Æ���Ù#Ä��TÃKÆ	�aÉ À ��ÊIÉIà#Ä«È
ÂKÊ�Ä xtMk Â#ÃKÄbÂ�È���Ê Õ ÆAÆaÊ�Ä
Ñ�ÉIÉ%ÊYÌ Á Ê�Ä k É Á Ê ÅHÍ

 �����:�)�F���i���r½ ß ��É�Ê�Ä«ÂKÊ�Ä�Ã?Ã Á¡Á Â�È¯Ç�0Ë Á È���Ë È ÖIÊ�Ä�ÃKÄ_ÇjÊ7ÐQÌoÙ#Ä�Ð0Ê�Ë ÆAÈ
Æ0Å#É�ÂKÊIà Á Ñ#Ä�Æ��¡É�Ñ#Ç
ÏKÄ�Ê�ÆEÄ�ÃHÐKÂKÊIà Á Ñ�Ä��fÌ«Ä À ÆEÂ#ÏKÆ:É Á Ê�ÄTÍ��¦Ê�Æ¦Ñ#Ç·ÇLÃKÆ Á Ä�ÃKÆ:É��AÑ#ÆaÊ�Ä7ÃKÄ É À Ì À Ä}ÇLÃKÆ�È�É Á ÏKË
Ë�Ê Á
M t

x Í
� � ¢0�"!{¢$#QÓ�� Ù#Ä�É Á�Á È ÁiÁ ÃKÄEÂ�È�� À Ð0Ê�Æ�Ë È
Ë
Ë`Ã�ÅKÄ�Ã7ÌoÊ�Æ�ÇjÊ7Ð��IÃKÄ�Ã Á Â À ÆaÑ�Ð0Ê�Ä�Ñ�ÖI×�Ê�Æ
àKÃKÆ Á ÇjÊ�Ë�Ë`ÃKÆªÐ0ÊIÉIÉ�ÃHÍ¯Î¨Ê�ÆAÆ�ÃJ×:ÃKÄ_ÅKÄ7ÃKÆAÆAÇLÃ Á Ä«È�É%Ñ�ÖI×�Ù#ÂKÊ�Ä¡Å À Æ0Å#É�ÇLÃ Á Ä«È�É�Ë È�àKÃjÇjÊ7Ð

M =

(

0 1
1 0

)

.

� Ù#Ä Ð0Ê�ÆAÆ�Ã�Ì À Ä\Â�È�Ã Á¡Á Mk = M Ñ#Ç k ÏKÄ��ÐHÐHÃ?Ñ�ÖI×LÃ ÁiÁ Ð0Ê�ÆgÏKÄbÈiÐ0Ê�Æ Á È Á Ê Á É�ÇLÃ Á Ä«È�É�Ê�Æ
Ñ#Ç k ÏKÄ �TÏKÇ?Æ Á Í��XÏKÄZÉ�Ê�ÄeÂ�È\Ê�Æ��AÊ�Ä�È Ñ�ÐKÈ Ö�È Á Ê Á É�Ñ#Ç È
ÆAÆaÊ �IÏKÄeÃ Á¡Á ÊYÌ Á Ê�Ä �TÏKÇ?Æ Á ÃKÆ Á ÃKË
É Á Ê Å³ÏKÄ%ÇLÃKÆ�ÐHÏKÄ%ÇLÃKÆ���Ù#Ä �TÃHÐ0ÊMÑ�ÖI×�ÊYÌ Á Ê�Ä!:ÐHÐHÃ³ÃKÆ Á ÃKË�É Á Ê Å³ÏKÄ?ÇLÃKÆ�ÈbÐ0Ê�Æ�ÃKÆ�ÐKÄ�Ã
ÆnÑoÐ0Ê�Æ�Í ß Ç§Â�È ÐHÏ+Ä�Ê�ÇjÑ Á É Á ÃKÄ Á ÃKÄLÇjÊ7Ð�ÌoÙ#Ä�Ð0Ê�Ë ÆAÈ
Æ0Å#É�ÂKÊIà Á Ñ#Ä«Æ x

t = (1/2 1/2) ��Ð{Â�É
ÇjÊ7ÐMË È�àKÃJÉ Á Ñ#Ä�É�ÃKÆAÆaÑ#Ë È�à�×AÊ Á ÈfÊ�Æ�Ð0Ê�Ä7ÃjÃKÂ?ÆaÑ�Ð0Ê�Ä«Æ�Ã"�)É À ��Ë È
Ä

x
tMk = x

t

Ñ�ÃKÂ�É�Ê ÁiÁ Â#ÃHÐ k ÏKÄ�Í$#�Ë
Ë Á É À ÏKÄ%É�ÃKÆAÆaÑ#Ë È�à�×AÊ Á Ê�Æ�Ã ÁiÁ Â#ÃKÄ�Ã³ÈbÆ À Å0Ñ#Æ ÃKÂNÆaÑ�Ð0Ê�Ä«Æ�ÃEÈ}Ê Á¡Á
ÅKÈ
ÂKÊ Á É Á Ê Å 1/2 Í
� � ¢0�"!{¢$#QÞ � È Á È ÁiÁ ÃKÄEÆ%&� À Ð0Ê�Æ ÅKÄ�Ã�Ì�ÇjÊ7Ð 6 ÆaÑ�Ð0Ê�ÄgÉ�Ñ#Ç Â�È'��ÊIÉ Á ÏKÇLÐ0Ê�Ù�ÂKÊ�Ä)(
Å À Æ0Å#É«ÇMÃ Á Ä«È�É�Ê�Æ�ÌoÙ#ÄZÑ#Â#ÃKÆ�Í ß Ç Â�È*��Ê�Ä�Ï#à#Æ�ÃKÄ M1000 � Á Ê,+?ÇjÊ�Ð�× �TÏKË ��ÃKÂ-�®Ã Á Ë`Ã.�/�XÉ À
Ì À ÄZÇLÃKÆ10

M1000 =

















0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125
0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125
0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125
0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125
0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125
0.1667 0.1667 0.1667 0.2083 0.1667 0.125

















� È)É�Ê�Ä�Ã Á¡Á àHÑ#Ë20ÇJÆnÊ�Ä�Æ�ÃjÏKÄ3� È�É Á Ñ#Ä Á É�Ê Á¡Á �?àHÑ#Æ:É Á ÃKÆ Á Ã"�dÐ{Â�É%ÖI×:ÃKÆ:É�Ê�Æ®Ã Á¡Á Â#ÃKÄ�ÃMÈfÊ�Æ
ÅKÈ
ÂKÊ�ÆjÆnÑoÐ?ÊYÌ Á Ê�Ä 1000 É Á Ê Å%ÏKÄ4� ÈnÉ Á Ñ#Ä Á É�Ê Á¡Á �%Ñ5��Ê�Ä�Ñ�Ê�Æ�Ð0Ê ÃKÂ�Â#ÃKÄbÇLÃKÆLÉ Á ÃKÄ Á ÃHÐ0Ê�Í76?Ê,+Á98 ÖIà�ÉZÉ�ÃKÆAÆaÑ#Ë È�à�×AÊ Á Ê�Æ�Ã Á¡Á Â�È�ÏKÄXÈ�ÌoÙ#Ä�É Á ÃjÆaÑ�Ð0Ê�Æ�Â#ÃKÄ�Ã 1/6 Í
£�D�;rUY[+C7S�DT6�;�<!;�=¦DTU
97D�C���6�@K;:=¦97<�S ��57/K1 40< ©AV«B <_57<�5¤9I2�D«m:DT1M>:6�D�9gB�2K6�6�2K5JUY[KCMS�DT;
 ����:��� ��������� % ���)(�¢�#i���i����¢0��]AÝ�<¯57@K=jSAP�C7DT1M/K9_<¯S�DT9_UY[+C75¤9I2LD�m�DT1M>�6!DT9}2�9�9_40<�<�;H9�D
©�V«B�;A@K=+/K;¦5�9�2�9�<!/+;APKC}UY[+C�S�D�6!;�<�;:=¦hYUY[+C�8:9�/+1Ø<{S�D�9�Ui2�6�6)SA@N40<{5�9�2KC�9�2KS�DJ1LD�S

x
t =

(1/2 1/2)
kl8:9I2K;M2�9�9dS�DT;M4#P#m�6�2KS:D_1LD�6!6�2�;%974#@�/+6!<�B#2�1M2�97C7<�5�D�CT]H£}D�979I2ZUYD�;�/+1LDT;LUi@�C

1M2K;�/K131M2K;�8:97=H@KC\UYC7@K;�DT;E57@JB#2K6!6�2KSg9�4�@KS�DT6�2KS�=+C72�U�»
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� ¢��)���
��� ���¿½ � Æ ÅKÄ�Ã�Ì G = (V,E) É�Ï�Å0ÊIÉNÂ#ÃKÄ7Ã ��� � (¯¢$#Y� ( Ñ#Ç Ð0Ê Á�Õ ÆAÆ:É�Ð0Ê�Ë2(
ÇLÏKÆ0ÅHÐ0Ê�Ä A 6= ∅ Ñ�ÖI× B 6= ∅ ÃKÂMÆaÑ�Ð0Ê�ÄXÉ À ÐHÃKÆ�Ã�Ã ÁiÁ A ∪ B = V Ñ�ÖI×®ÃKË
Ë`ÃgàKÃKÆ Á Ê�Ä
È E Å À ÄeÇjÊ�Ë
Ë`ÃKÆ�Ê�ÆªÆaÑoÐgÈ A Ñ�ÖI×¦Ê�Æ¦È B Í)Î%Ê ÁnÕ ÆAÆ:É%ÃKË
Ë Á É À È
Æ0ÅHÃMàKÃKÆ Á Ê�ÄeÈ
ÆaÑ#Ç A
Ê�Ë�Ë�Ê�ÄXÈ
ÆaÑ#Ç B Í
� DT40<�5�DT9�2�4jUY[+6ºO72K;:S�D�40<!B�97<�=H2%572�9�5 6�<!=+=KD�C\8�9I2K;:UY[KC B�8�C�57DT;F»
¼ �:�� ��Ô¾FÀKÁ

G Â#ÃKÄ�Ã¨Ê�Æ%ÅKÄ�Ã�ÌfÇjÊ7Ð¨Ù#ÂKÊ�Ä¡Å À Æ0Å#É�ÇLÃ Á Ä�È�É M Í #}Æ Á Ã�ÅeÃ ÁiÁ G ÏKÄdÉ�ÃKÇ?ÇLÃKÆ%(
×:ÏKÆ0ÅHÃKÆ�Ð0Ê�Ñ�ÖI×�Ã ÁiÁ Ð0Ê�ÆEÈ
Æ Á ÊXÏKÄ Á Â À Ð0Ê�Ë`ÃHÐHÍFÎ ÀbÕ ÆAÆ:ÉeÊ�Æ 0ÆAÈ�à¨É Á Ã Á È Ñ#Æ�ÏKÄ�ÌoÙ#Ä7Ð0Ê�Ë ÆAÈ
Æ0Å
x

t É À ÐHÃKÆªÃ ÁiÁ
x

t = x
tM.

�ZD�;:/+132�979b9�C72K;�5�>�/+;�D�C72L57@?Ui@KCb1M2K;�57/+1¹/�4�2�;E2�979

x = M t
x

57@
x
PKC 2K6!6!975�@%DT;ED�=KD�;H4+D�BH9�/+C 9�<!6�6

M t
1LDTS�D�=+DT;�4#PKC7S�D�9

1
]

£�DT9 ©�;�;�5 D�;�D�6!D�1LD�;H9IPKCQUY/KC71LD�6nUY[KCbS:D�;�5¤9I2�97<�/+;AP�C�2eUY[+C7S�DT6�;:<�;�=+DT;N/0VIW�R�D�40<�57D�9�PKC
9�PK1L6�<`=+D�;NDT;�BKD�6`9o»
¼ �:�� ��Ô¾FÀKÁ

G = (V,E) Â#ÃKÄ�Ã¨Ê�Æ¨ÅKÄ�Ã�Ì�É�Ñ#Ç ÏKÄdÉ�ÃKÇ?ÇLÃKÆ:×:ÏKÆ0ÅHÃ�Æ�Ð0ÊbÑ�ÖI×LÊ � Á Â À Ð0Ê�Ë`ÃHÐ
Ñ�ÖI× ��Ê Á Ä�Ã#à Á ÃLÇjÑ Á É�Â#ÃKÄ�ÃKÆ�Ð0Ê_É�Ë2�Ç ��Â#ÃKÆ�ÐKÄ«È
Æ0Å?ÇjÊ7ÐNÙ#ÂKÊ�Ä¡Å À Æ0Å#É�ÇLÃ Á Ä«È�É M Í #}Æ Á Ã�ÅjÃ ÁiÁ
x

t ÏKÄeÐ0Ê�ÆEÉ Á Ã Á È Ñ#Æ�ÏKÄ�Ã_ÌoÙ#Ä7Ð0Ê�Ë ÆAÈ
Æ0Å0Ê�ÆªÑ�ÖI×EÃ Á¡Á |E| = m Í�Î À ÅHÏKË�Ë�Ê�ÄeÃ ÁiÁ

xj =
d(vj)

2m
,

ÐHÏKÄ xj ÏKÄ%Ê�Ë�Ê�ÇjÊ�Æ Á j È:ÌoÙ#Ä7Ð0Ê�Ë Æ�È
Æ0Å#É�ÂKÊIà Á Ñ#Ä«Æ x
t Í

� Ê�Â�È�É�Í Ý�<{5�B#2�40<!5�2�2#979 x
t = x

tM
/+1

xj = d(vj)/2m
UY[+CX2K6!6�2

j
] ¥ DTS¬2K;�S�C72

/KC7S�57@J57B#2?40<�40<!5�2J2�979
(xtM)j = xj =

d(vj)

2m
,

UY[KC 2K6�6�2
j
] ¥ D�;

(xtM)j =
n

∑

k=1

xkMkj =
∑

{vk,vj}∈E

d(vk)

2m
·

1

d(vk)
=

∑

{vk,vj}∈E

1

2m
=

d(vj)

2m
,

40<!6�BKD�9b4�2�C >�C�D�VT<�5\4�2KS�40<F40<!6�6!D�4�<!5�2:]�£}D�;�57<�5¤9I2?6!<�B�W�D�9�D�;NUY[K6ºO�DTCb2�4gS�D�9 Ui2KBH978�132�979
2�;�9�2K6�D�9 B#2�;�9�DTC

{vk, vj} ∈ E
hYUY[+C 2�6�6�2%1L[#O�6�<`=H2

k
k\PKC 2K;�9�2K6�D�9 =KC�2K;�;�2KC\9�<!6�6

vj

]
�

� � ¢0�"!{¢$# ��� È ÀKÁ Ê�Ä¡Å À Ä Á È
Ë
Ë�Ê,+�Ê�Ç �nË!Ê Á É�Ñ#ÇzÂ�È Á È ÁiÁ ÃHÐ0Ê � À Ñ#Â#Ã+Æ�Í � È�×:ÃKÄ?ÐHÏKÄ%Ã ÁiÁ
d(v1) = d(v2) = d(v3) = d(v5) = 4 � d(v4) = 5 Ñ�ÖI× d(v6) = 3 Í 6�Ñ Á ÃKË`ÃEÃKÆ Á ÃKË�Ê Á
àKÃKÆ Á Ê�Ä�ÏKÄ (4 · 4+5+3)/2 = 12 Í � Ä À ÆgÉ�Ã Á É�Ê�Æ�Ñ#Â#ÃKÆgÉ À É�Ê�Ä_Â�È)Ã ÁiÁ Ð0Ê�ÆNÉ Á Ã Á È Ñ#Æ�ÏKÄ7Ã
ÌoÙ#Ä�Ð0Ê�Ë ÆAÈ
Æ0Å0Ê�Æ�ÏKÄ

(
4

24

4

24

4

24

5

24

4

24

3

24
) = (

1

6

1

6

1

6

5

24

1

6

1

8
)

Â�È
Ë àHÊ Á �YÅKÈ
ÂKÊ Á Â�È�É��XÉ Á ÏKÇ?ÇjÊ�Ä_ÇjÊ7ÐJÐ0Ê�ÆZÌoÙ#Ä�Ð0Ê�Ë ÆAÈ
Æ0Å¨Â�ÈHÌTÃ+Æ�Æ�Æ�ÏKÄ�Â�È Á Ñ�ÅMÊ�Æg×AÙ7Å �AÑ Á Ê�Æ:É
ÃKÂMÙ#ÂKÊ�Ä¡Å À Æ0Å#É�ÇLÃ Á Ä«È�É�Ê�Æ�Í



���������
	����������������������	�� ���!���#"����%$�&(' &)��*+*�, �

¥ 2K;¨B#2�;¨5�978�S�D�C72}5�6�8�1L>H4�2K;�S�C�<�;�=+2KC�/0V«B�5�@�>A@_C7<!BH9I2KS�D�=+C�2�UYDTCQh
9�D«me=K[+C�1M2K;�S�DT9�9I2
;�PKC}1j2�;�1L/0S�D�6!6�DTC�2KC ���QDTR�R�D�; �¨1MDTS®DT;®=+C�2#UIk«] ¥ 2K;�Ui@KC�6�<�B�;A2�;�S�DeC7D�5�8�6!9�2�9�5�/+1
S:DX40<F©AVIBjUY[+C\4�2K;�6!<�=+2%=+C72�UYD�CT]

� s{q���v �����du 	
	�v{q

� ;N=+D�;�DTC�2K6!<�5�D�C�<�;�=%2o4jS�D�576�8:1M>H4�2K;�S:C7<�;:=H2KCf>A@%=+C72�UYDTC\5�/+1·40<F5¤9�8�S�DTC�2KS:DX/�4�2K;�PKC
2#979�1M2K;¦W�DT6!9�D�;�B�D�6!9�UYC7@K;�=H@�CX>�C�<�;�VT<�>�D�;�2�9�9X4�2KC
O�DLB#2K;H9e8:9�UYC�@�;�DT;¬;�/0S�5�B#2�WA2
572K1L1j2L572K;�;�/+6!<�B�W�D�9�2�979�4�P�6ºO72K5T]n£}D�9Z1M2K;EUi@KC�S�@jR�C78:B#2KC}B#2�6�6�2�5 UY[+C�D�; ¥ 2KC�BK/�4Hc
B�D�S#O72:]+¸b<!6�60D�; ¥ 2KC�BK/�4Hc�BKDTS#O72�Ui@KCl1M2K;J2�6�6`9�5�@�D�;J[�4+D�C�=H@K;�=K571M2�9�C�<�5)SAPKCl>�C�D�VT<�5{5�/+1
<!;�;A2�;�578�1L1M2K;�2�4EC�2�S�D�C�;A2gPKC

1
] µ 8®R�DTW�[�4+DTCZS�/0VIBE<!;�97D%2K6!6�2LDT6�DT1MDT;�9}<�D�;®C72KS
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