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n i I = In ij _lk.V�W
n × n m \^]0Zn_g`�[o[Md�\pX!]0_qV�ZDZrd�_ts!u<k0`D]Mv.d�W�]0f�V�WwdMx#XyWzd�f
f�d�_|{�}�_%}�cM_�`~v0Z��

���'�����0�����0���N����� ���'�>���~���J������������� �*���
���'�����������J�����J�����0�o������� ���'�>���~���J�*�.���b�q��� �����
� ��� ������� �0�8�������

A = InA = AIn,�N�0���0�����
n × n
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B
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A
d�\

AB = BA = I« \¬V�W['u>k>]0W�\^]0ZD_g`�[®V�¯�`�[�ZeV�_�]0_o['u�°�V�ZrV#x#h�W�]�[lk.V�W
A−1

�
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A =
(

a b
c d

) dMx#X]0WYZ´]Mv�]0ZDZ
det A 6= 0

�Kµlu j _

B =
1

det A

(

d −b

−c a

)

V�W�`
WYc0V�_�[¶Zn`
f
f
A

cM`
f·h>V�Z¸\^]0Wbf j ZnZ|h>d�WYZD_#d�f
f�V�_�]0_�v.V�Wzd�\¹]0ZDZ¸\»º.f¼ZD`·s�f¼`�x#V�_�]
A

dMx#X
B

�
½¾����¿�À����Á��'� � � �J�%�����Â�0�

A Ã �¦�'�
2 × 2

�e��������� �¶�.ÄgÅ
det A 6= 0

��¿ÆÅY���
A

�'�
� �©���J��� �LÇ �%� Ã �©����¿»Å��0���.�

1 = det I = det AA−1 = det A · det A−1

��¿
det A−1 =

1

det A
.

���J������À��'�®�����
det A 6= 0 Ã �q���.�!� Ã �!����À��q�N���®�����

A−1
��������Á�� �����J��� � �¾�J�»��� ���#�

����À��!���J�©�����|À Ã ��� �J� Ã �0�'�»�N���
3×3

�´�È������� ���J��ÉD�.Ä#Å Ã ���J�^À��.�!�eÊ.Äg�©� ��À¶�Ë���������J�%�!�NÌ Ã �~���
�0�'���0���gÍ � ½¾��ÅY�0���0� � ����¿%�N�0�

2 × 2
�´���������~���'�5�.�������*�����

A−1
��Á����Ë���J���0�

⇐⇒ det A 6= 0.

���J����� � ¿0����¿0�'�!���»À Ã � ���J� Ã ���'�w�N�0�oÀ��.�!�eÊ�Ä#�©��� À<�Ë���������'�Æ�.� ���0�J�o�.�|¿����'���0���^���J�¾��� ���
���'�Y����� �

Î�68Ï5Ð�Ñ|7!Ò�7�Ñ�Ó�Ô�Ï�Ð
½¾����¿0À¦���J�Y�0�����������0Õ����0���!��Õ��'��� ��� �J�¸���q���J���'����� �Y�0�©���'�»À>���®�0�������N�0� Ã ���!�����!À��'�q�N���
�J����� ��Ì Ã �Ö�M�.Õ�� ������� ��À¶� � ���0���J� �.× � �JÄ'� �'� � ����¿0À¦�.�AÉ Ã ���'�����Ø�����N�����q�!���'���0���t���J�¸��� ���
���������������!�Y�>Í������5�0���'�0�����^���J� � �����0� ���J� � �0À����0�Ù���0�Ú� � Ã �����'�5� ��� �M�®���'�>�������J���Y�
u

�.ÄgÅ
v

���0�
| det

(

u v
)

| ��Û �0�Æ���0��.Ä#�©��¿^�������ËÊ.Äg���^���'�������0�����»�����

|u||v| sin α,

� Ã �
α Ã �t�^���!���#�l�.���!�0�'�������J�����0�

u
�.Ä#Å

v � ���J�����q���0�<�È�������oÀ��'���0�Ü�����t��Õ����J�Ë�
�0�'���È���������

u
�!��À0���*ÕY�0���'�b��¿ Ã �*Å!��Ì��!�'�b� � �0���0��� �'� �~��À0�����^�»�'�Æ� ��À����¾�0������� Ã �

|v| sin α �



���������
	��������������������	������ �!��"��#�%$'&)(*&,+.-�-0/ �

:<;>=,?A@
B�@DC�?��¢¤�W^c0V#h�Zrd�_gZD_�`·s>sYV�f
(u,v,w)

`�_gº.\®\ÈV�ZL[ j v.V#[5c�]0_�]������ ;.S�C S�@D;.?�BM;>§
S�Q�I d�\pc
	�Wl{g_�u0W

w � [�[esYV�ZN[�v.V�_¦]0ZDZ�\®`
W![�Z�]»cM_g`Dk0WY`
W.v.V�W¦{g_�u0W
u

Zn`
f
f
v

j _o\Èd�ZDº._#[
T~s dM[�`
ZD`
c�a0� « \¹k.V�Z j _¦ZDc j _gZrd�\p['u^[ j v.V#[Âk.V�W�c�]0_�] ¨� ?AOJBM;©S�C S�@D;.?LB�;.S�QYI��
�Ö���,�0�!�Y���K� Ã ���A����� � Ã À>���!�J����� Ã � ����� �����^���J�8� � �'���Y��À0���J�A�.ÄgÅÂ��¿0��À�����À������ � ¿�Å����
À0�'�tÅY�0�!�£ÉN�z���J�Æ�0������� ��À��J� Í¸�!��À��0�t������Å���À��J���������J�©���J�����t��Ê.�����J� ÉD�0�p��¿0��À�����À������
� �J���0�t� ��� ¿��gÍ¸�.ÄgÅ<�^�0�������0���0����� � ¿Â� Ã ���Ë���'��ÅY�0���!�'�Æ�!��À����5�����t� Ã ���Ë���'������� �'�>���'�����
�ËÊ.�����J� �½¾�������o�©�®�!���Y�!���'���¾�'� � ���.�!���>�|�^�'� � ���l���'�>�������J�Ö�����!���^�J� �0Ç Õ����'�Ë���'���¶�����,���J���#�
Ã ���'�Æ� � �J��������� � ¿q���'�>���0���'���Y�^�8�����^�^�J���.Ä#Å�0���~����¿qÀ0�'���'�y���'�>���0�%É
����� �L���©� �������0�
�N��¿0�y������� Ã � � ���.���!�©���'� Í ��� �0���'���®�.Äg�©��¿����������J����>��� Ã �������Y��� �'�����Æ� � ���0����� �
:<;>=,?A@
B�@DC�?��Ù¡8u0Z

u
dMx#X

v
c�]0_�]®Znc�u»c0V#h�Zrd�_�V�_¾`A_�º.\®\ÈV�Z5dMx#XÈf~u0Z

α
c�]0_�]»\®`
W![�Z�]

cM`
W�h>V�f¼W \ÈV�f
f~]0W k.V�\^����`�k.V���WY`�V�_�]0_�k>u ¨ ;��zBMC S�³AS�C�I����zB�;�? i u × v i \ÈV�f
f~]0W
udMx#X

v
[Md�\¹k.V�W�º�WY`�h0]�c0V#h�Zrd�_¾[Md�\ º�s>s�{�	�f
f�V�_ �

 �®d�\
u

dMx#X
v

j _5s�]0_�]0f
f�V�f
f~]®['u j _
u × v = 0

�
! �

|u× v| = |u||v| sin α i k|c�[¶f¼`�h0]�\ÈV�kÈ]0_�V�]0Ww]0c*s!]0_�]0f
f�V�f f�d�v0_�]0\®\�V�Wy[Md�\
udMx#X

v
[es j WYWzV�_¶ºMs>sz�

" �
u × v

j _qd�_�Zed�v.d�W�]0f8\Èd�Z5°#u>k.V
u

dMx#X
v

�
# �

(u,v,u × v)
º�Z�v.}�_®V�ZDZ�XY}�v.V�_�[�	�[�ZeV�\^�

���J�<���#¿����¾�!���Y���~��� �����J�%$e���'� ���!�����£���'�>�����<����� � ��� �
Ê�� ���J�'&��¿ �����������<�.� Ã �.�
�����Æ�0��À����^�'�>�<�N�0�y��������� ��� �����y�!���Y�!� ��� �����J� Ã ���0�������'�>� � �¾�J��0�!�����¥�.� ��� �0�������
Õ��J��� Ã ���^�J�zÌ��^� Ã ��À��!�'� � ¿

u×v � �¾�J�������'��Ì����.����� �0�����J�|À0�'�¸�����¸�!�'� Ã �|�J���������È���
����� � � ���0�����,����� � � Ã �����,� ��� �M�

u
�.ÄgÅ

v � �¾�J���#�¾À0�'�K����¿�����Ì�� � À0Å��J���'�)(+* � ��� ¿��-,��'� ���'�
* ���J�Y¿��), � �¾�J���Y�q�����J�eÊ��!��À�Å����t�#�0�5���UÅY�0���y���È�!�J����� ���#�Â�.��� � �0�������5�.Ä#Å<� Ã ���^�'� Ã �
�.Ä#�©��¿^�����>���!����À0�'�y����� �>�*Õ��J��� Ã ���Æ�.Ä#ÅÆ� Ã ���^�J� Ã �t���'�>����������!���>�*Õ��J��� Ã ��� �
±�²�;.PR³|;�ª5�¢¡8u0Z

(ex, ey, ez)
c�]0_�]ÆV�WXY}�v.V�_#d�_g`�V�WYZeV�_�]>k «/. m °#]�[^T�d�\ cM`|`
WYZrVo[ j mv.V�_*]0WYW�]0Z�['u¦h>d�\®\ÈV�_¾V�Wy°#]�[�]0f
f¼Zn`Dkq]0ZnZ,]0WYZ´]�[�c�]0_�]¦XY}�v.V�_�d�_g`�V�WYZrV�_�]>k�a0�/� `zX!]0_*]�ZDZ

ex × ey = ez

VN{gZrV�_�[Md�\Ü]0_�V�]0Wb]�c�s!]0_�]0f f�V�f
f�d�v0_�]0\®\�V�W�[Md�\ [es j WYW![¾ºMs>sw]0c
ex

dMx#X
ey

j _
1

d�x#Xbk j _g\ÈV�kÈf¼`�h0]È\ÈV�k
|ez|

dMx#X�k.V#[#[�º.Zed�\ sYV�_%k.V���WY`
ZD`�d�W ]0c
ez

['u j _
ezd�_gZed�v.d�W�]0f!\Èd�ZA°#u>k>]%k.V*]0W�k0_�]%°#]�[�c0V#h�Zed�_�V�_�W�]qdMx#X

(ex, ey, ez)
j _�XY}�v.V�_�d�_g`�V�WYZrV�_�]>k

V�W�f¼`~v0Z5]0WYZ´]Mv>]0W�k.V�Z��
0 Q!B�OÆEF¡8u0Z

u i v
dMx#X

w
c�]0_�]ÈZD_�Vlc0V#h�Zrd�_�V�_¦`Ö_�º.\®\ÈV�Z��KµqV¦ºMs>s�{�	�f
f V�_ �

 �
u × v = −v × u

�
! �

(cu) × v = c(u × v), c ∈ R
�

" �
u × (v + w) = u × v + u × w

�
1 �Æ���'����� Ã �*���l����¿^�N�����������J���©� �!� ���J�Y�0�b�!�'�b�����'��Ì��%Å��0�������¾��Ä#�0�g�´����� �.� ���~��Õ��J�.���
����������� �K�Ë�����������J� ���2�Y�����o�,Õ������'� � ½¾�,�����<�©���!���>Ê©���DÌ����!�'�����<���'À0���J���N���o�����oÀ��
�J�^�qÊ.Ä#�0�J���0�>� Ã ���!ÕY�0�|�N�������J�����0�.���������Y�����N�����¢�N���Ö���J�>����� � ���.�����>���'�È��¿l���������0�
� Ã �������0�Æ� Ã �©�Y�»�!�����'�y�N����À��.�!�eÊ.Äg�©� ��À>�%���'�>�������J� �
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u =

(

x1 y1 z1

)t dMx#X
v =

(

x2 y2 z2

)t `*V�WHTnXY}�v.V�_�d�_�`�V�WYZeV�_�]>k�a
«/. m °#]�['� µÂuqv j f
f�V�_l]0ZnZ

u × v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ex ey ez

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (y1z2 − y2z1)ex − (x1z2 − x2z1)ey + (x1y2 − x2y1)ez

=





y1z2 − y2z1

−x1z2 + x2z1

x1y2 − x2y1



 .

� ?AP � S �8?A@D?�� EFµ%V�ZrV�_g\®`
W�]0WYZrV�W�`�[']0Z
[MV�Ww[�h0]�V�W °g]0_gZ�[�V#[Â[Md�\ V�W»{�d�_g\ÈV�f
f,k.V mZeV�_g\®`
W�]0WYZt[Md�\�h0]0W ]0WYc j W�k>]�[Â[Md�\ \®`
WYWzV#[�_#V�v.V�f i VN{gZrV�_�[Md�\ V�f�V�\ÈV�WYZeV�WR`z{�}�_�[�Z�]
_�]>k.V�W j _¦c0V#h�Zed�_�V�_qdMx#X�V��¶Z´]0f~�
�¾V�cM`�['���¦�J�����������¾À����������0�^���^���J�������J�È����À��������K��Á��'� � � �J�¾�������b�N�����M������À>�
�����qÕ����Y����� �����J���M��ÕY�0�Ë���'�>���0���'���Y����¿®�D¿0�t�.� (

ex × ey = ez, ey × ex = −ez

ez × ex = ey, ex × ez = −ey

ey × ez = ex, ez × ey = −ex

ex × ex = 0, ey × ey = 0, ez × ez = 0.

Ç �Ü�È���Æ�0�>� Ã �����J�*���������»�.ÄgÅÆ� Ã �.�!�'���JÀ�� �'�����»���������¿®�D¿0�t�.�

u × v = (x1ex + y1ey + z1ez) × (x2ex + y2ey + z2ez)

= (y1z2 − y2z1)ey × ez − (x1z2 − x2z1)ez × ex + (x1y2 − x2y1)ex × ey

= (y1z2 − y2z1)ex − (x1z2 − x2z1)ey + (x1y2 − x2y1)ez.

�

±�²�;.PR³|;�ª ���oV#[�Z j \ V�W c0V#h�Zed�_�[Md�\ j _ÆcM`
W!h>V�f¼_ j Zl\Èd�Zq°#u>k.V
u =

(

2 3 4
)t

dMx#X
v =

(

2 1 5
)t �	��V�_%k.V���WY`
ZD`�d�W j _

u × v
d�_gZed�v.d�W�]0fz\Èd�Z5°#u>k.V

u
dMx#X

v
� ��`

°�V�_ j h�W�]0_
u × v

\ÈV�k»X
� j f s!]È]�cÂ[']0Z
[MV�WRdMx#X¶{Ju0_

u × v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ex ey ez

2 3 4
2 1 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=





3 · 5 − 4 · 1
−2 · 5 + 2 · 4
2 · 1 − 3 · 2



 =





11
−2
−4



 .

½¾�.�����¾�©�qÕ����0���%�0���Y���A��� ���¾�����,�������J���^���Y���©���J�Â�N���K�'�
3×3

�´�È������� �����'���©��� À��'�%À��J�
�0��� Ê.�»�N��� Ã �!����� ��À��J� ��� �������¾�0Õ����J�����'���0���.�,�����¾�0�

M =
(

u v w
) ��¿�����Õ!�������0�

M
�J��Å��������©��Õ��'� � ¿Â���J� � �0������� �'� �~� � � � �J�������Ú� � Ã �����t�M�

u
�
v

�.ÄgÅ
w � 1 � � ����¿lÀ0�'�

�0��� Ê.�^�'�£�M� � �0���0� ���J� � � � � � �'���J� ����� � � Ã �����%���
u

�
v

�.Ä#Å
w

���J� ����� Ê.�»�N��� Ã �!���
������Àq�����p���'�y��� ��Ì Ã ���%����Õ!�����!������À0�'��À0� ���'�y���

M
À0�'� �� ������� �J���Y�l�N���5������� Ã �r�|�.ÄgÅ

�0�'�>����� � ���.���!�©�����0�.�0����� �Y�����N�0���pÀ0�'�*�����

det
(

u v w
)

= det
(

w u v
)t

= (u × v) · w.

���'� �N�0�������R��� �©Å��J���'� �D¿0�ÈÀ��J����� ��������������� � ���!�'��� ÉD����� � �©��� Ã �������0�È�������J���^�~�
���0�©���'� Í��.ÄgÅw���'�Y��� À��0��������¿����0�!Õ©Ê©���J� ���0� Õ>Ê.���'�o���JÄ#�0�'�w����¿�À>¿0��À0�'�o�.Ä#Åw� Ã �Ë�
�^�J�»� �©���5Å��'� ���J� Ã ���������Ö���J���'���^� �Y�0�©���'� � ���'�����������o��� �©Å��J���'�q�D¿0�,�N��¿��®�N�0���^���J���Y� �
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É Û �0�ÆÕ©Ê©���J�*�!�*ÕY�0�Ë���'�>�������'���Y�
(ex, ey, ez)

�^�0�
w
( �*�0�.�0����� �Y�����J���8���'�Æ�N�������J�����

�!�J���J���^�����0�©���'� � Í½¾�A�������.��Õ��'� Ã �.���È����� Ê.�^�'�
V

��� � �0���0��� �'�~� � � � � �J���'�b������� � Ã �����¶�M�
u

�
v

�.Ä#Å
w � 1 �©�#��À^�N�0�����������

(u,v,w) Ã ��������Å!��À��J���������'�>���J��������Ê.�����'� �zÇ �
α Ã ���.���!�0�'���

�^�J�����0�
u × v

�.Ä#Å
w

��¿®�D¿0�t�.�¸ÉD��� �YÀ��!�#Í

V =
ÕY�0�ËÊ.���0�

×
Å���Ì����J�

= |u × v||w| cos α = (u × v) · w.
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(u × v) · w = (−v × u) · w = −(v × u) · w = −V,
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