Gruppovning 4, Linjar algebra IT VT2010 1

Linjiara ekvationssystem
Teoriovningar

1. Antag att vi har en 3 x 5-matris A och betrakta det linjdra ekvationssystemet
Ax = b. Antag ocksa att forsta kolumnen i A inte bara bestér av nollor. Ténk er
nu att vi anvinder elementira radoperationer for att omvandla A till trappstegs-
form.

(a) Vilka olika ‘former’ kan trappstegsformen ha? (Det finns 11st olika.) En
3 x 3-matris med determinanten skild fran noll tex har ‘trappstegsformen’:

B

(b) Vilka kolumner har pivotelement respektive &r fria variabler for de olika
formerna?

(c) Hur ménga 16sningar kan de olika formerna ha? Hur manga parametrar har
de om det finns o#ndligt manga 16sningar?

2. Kolla upp vad ett homogent linjért ekvationssystem &r. Antag att vi har ett sadant
med m ekvationer och n obekanta.

(a) Vad hdnder med hogerledsvektorn ndr man utfér Gausselimination pa sys-
temet?

(b) Nér finns det en unik, odndligt manga respektive inga l6sningar till sys-
temet om m = n?

(c) Nar finns det en unik, odndligt méanga respektive inga 16sningar till sys-
temet om m < n?

(d) Nir finns det en unik, odndligt manga respektive inga 16sningar till sys-
temet om m > n?

3. Betrakta ett linjdrt ekvationssystem Ax = b, dir A dr en 3 x 3-matris med
t
kolumnerna aj, as och ag och x = (xl T azg) .

(a) Skriv produkten Ax som en linjarkombination av kolumnerna i A.

(b) Motivera att Ax = a; har 16sning for 1 < i < 3. Ge en 16sning i vart och
ett av fallen.

(c) Forsok uttrycka med ord méngden av alla b sddana att Ax = b har nagon
16sning.

(d) Samma fraga som forra uppgiften for en godtycklig m x n-matris A.

4, Tareda pa hur reduktion till trappstegsform av en (kvadratisk) matris A ger en
faktorisering A = LU, ddr L &r en undertrianguldr matris med ettor pa diag-
onalen och U ir en Overtriangulédr matris. Hérled sedan denna sé kallade LU -
faktorisering (eller L R-faktorisering) av matrisen
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Datorovningar

1. Vi ska borja med att titta pa 3 olika sitt att 16sa ett linjért ekvationssystem
Ax = b niér A &r en kvadratisk matris. Det forsta sittet dr att berdkna inversen
till A (=inv(A) i Matlab) och multiplicera med den pa lampligt sitt. Det an-
dra sittet dr Gauss-elimination (skrives A\b i Matlab). Matlabs rutin &r sapass
smart att den upptidcker om A har nidgon speciell form, tex om A redan &r tri-
anguldr och utnyttjar i sa fall detta. Det tredje sttet &r att forst LU -faktorisera
A ([L,U]=lu(A) i Matlab), dvs hitta trianguldra matriser L. och U sadana att
A = LU. (I sjéilva verket &r inte L trianguldr i allménhet utan en triangulér
matris som fatt sina rader permuterade men det spelar ingen roll.) Nidr man har
LU -faktoriseringen kan man fa 16sningen genom att 16sa tva trianguldra system.
Hur da?

(a) Bildaen 3 x 3-matris A med slumptal och en 3-vektor b ocksa med slump-
tal. Los sedan systemet Ax = b med de tre olika metoderna och kolla att
du far samma svar. Kolla ocksa att svaret &r rétt! Hur gér man det?

(b) Vi ska nu jiamfora hur lang tid de tre olika metoderna tar. Med hjilp av
paret av kommandon tic och toc kan man mita tiden. Detta fungerar bra
atminstone nir man har tider pa 1/10s och uppat. Anvind slumpmatriser
och slumpvektorer och testa storlekar upp till 1000 x 1000 och gédrna hogre.
For LU -faktorisering kolla dels hur lang tid faktoriseringen tar och dels hur
lang tid bakatsubstitutionen tar. Kommentarer?

(c) Nir kan man ténka sig att det dr effektivt att anvinda LU -faktorisering?

2. 1 Matlab finns ett kommando ‘rref” som utfér Gauss(-Jordan) elimination pa en
matris. Anvénd den for att 16sa 6vning 16 pa veckoblad 4.

3. Vi ska nu se vad Matlab gér om man kor Gausselimination nér koefficientma-
trisen inte #r kvadratisk. Ta gidrna ocksa ‘rref” till hjélp for att svara pa fragorna.
Operatorn ‘A\b’ kallas for mldivide (matrix left division) i Matlab och ta en
(grundlig) titt pa hjélpen for mldivide innan du borjar.

(a) Lat forst A vara en (inte alltfor stor) slumpmatris med fler rader &n kolum-
ner, b en matchande vektor och lat Matlab 16sa Ax = b med Gauss-
elimination A\b. Far du en 16sning? Kolla att det r en 16sning. Finns
det fler 16sningar?

(b) Lat nu istillet A ha fler kolumner 4n rader. Far du nu en 16sning? Kolla att
det &r en 16sning. Finns det fler Isningar?

Uppgift 3 bland teoriuppgifterna samt uppgift 3 bland datoruppgifterna ska redovisas
skriftligt till Stefan. Sista inlimningsdag &r mandagen den 22 februari. Instruktioner
for redovisningen finns pa hemsidan. Lis dessa noggrant!



