Losningar till utvalda uppgifter pa veckoblad 1,
Linjar algebra IT, VT2010

Avsnitt 1.1 och 1.2

6 Lat ABC'D vara det givna parallellogrammet och lat M; vara mittpunkten pa
diagonalen fran A till C' och M, mittpunkten pa d1agonalen fran B till D. Vi ska
visa att M, = M. Det_ar) ekv1valent att visa att AM 1 A—]\/[g> . Villkoren att de
ar mittpunkter och att AB = —CD ger

AMlz—AC
och
—_— —_— ]l — ]l — = —_— ] — -
AM, = AB+§BD:AB+§(B +CD)=A +§(BO—AB)
] — — 1— —_—

och diarmed ar saken klar.

7 Lat parallellogrammet vara ABC'D. Lat P(Q) RS vara mittpunkterna i kvadrater-
na pa sidorna AB, B C’ C'D respektive D A. Vi ska visa att PQ RS &r en kvadrat.

Siitt AB = 2u och AD = 2v. Lit u’ vara vektorn fran mittpunkten av AB till
P. Da giller att ||u]| = ||u|| och u - u’ = 0. P4 motsvarande sitt lat v’ vara
vektorn fran S till mittpunkten pa AD. Dair ||v|| = ||v'[ och v - v/ = 0. Dessu-
tom giller att (u,u’) och (v, v’) har samma orientering s u - v = u’ - v/ och
u- v/ = —u’ - v. Den sista likheten foljer av att om vinkeln mellan u och v’ dr
« sa dr den mellan u’ och v 7 — a och cosaw = — cos(m — ).

Om vi adderar vektorer och utnyttjar att ABC'D ér en parallellogram sa far vi

— —
PQ) = SR=-ud+u+v+v,
— —
QR = PS=-—~V +v—-u-—-1u.
— — —_— —
Vi ska visa att HPQH = HQRH och PQ) - QR = 0. Direkt berdkning samt
utnyttjande av sambanden mellan u, u’, v och v’ ger
— 2 — 1|2 —_— = — —
|Pa|| - |er| = Po-Po-oR-qn
= —4u v +4u-v=0
—_— —
PQ-QR = —2u'-v—2u-v + ||’ = Ju]’ = |V|* + [[v|* = 0.

Detta var precis vad vi skulle visa och ddrmed &r saken klar.
Avsnitt 1.3

4 Lat a och b vara de tva sokta vektorerna. Diagonalerna i parallellogrammet som
spinns av dessa dr a + b samt a — b. Villkoret ir alltsa att (tex) ||a+ b|| = 3



och ||a — b|| = 1. Vi kan nu vilja (godtyckligt) tva vektorer som har lingd 3
respektive 1 som inte dr ortogonal. Ett mojligt val dr

2 0
at+b=12) ocha—b=1{0
1 1

Loser vi ut a och b (genom att addera och subtrahera ekvationerna) sa far vi

1 1
a=|1] ochb=|1
1 0

6 a) Vibharatt
la+b|>=(a+b)-(a+b)=|a]|*+2a b+ |b|
och
la—b|>=(a—b)-(a—b)=|al]’ —2a-b+|b|’.

Dessa ir lika om och endast om a - b = 0, d vs om och endast om a och b
ar ortogonala.

b) Vektorerna a+b och a—b ir diagonalerna i parallellogrammet som spdnns
upp av a och b. Alltsa &r diagonalerna lika langa om och endast om sidorna
ar ortogonal, d vs om och endast om parallellogrammet &r en rektangel.

7 Latx = u+ v och y = u — v. Forutsittningarna i uppgiften ger att

T 1 9 9
lull = 2{v]} ochu- v = cos o [lul[ vl| = 5 - 2[IvI]" = [Iv[]".
Den sokta vinkeln o uppfyller att
X'y
cosa = :
x| [y
Genom att utnyttja forutsittningarna sa far vi att
2 2 2
Xy =(u+v): (u=v)=|ul" = [v|]"=3][v|
och
2 (1112
Ix[*lyll” = (u+v)-(utv)(u=-v) (u-v)
2 2 2 2 2 2
= (" +IvI"+ 2w - v)([[ul]" + [[v[" = 2u-v) = T[}v]]"- 3 [}v]".
Det ger att

COoS & —3 HV”2 \/§ och arccos \/§
= = — o = -
VT3 |v|? 7 7



8 a) Vivetatt ||x|| = ||y]|| och att

1

2
x -y = cosax|llyl = 3l

Vi ska berdkna (3 dir
u-v

cos 3

Vi beriknar tiljaren och (kvadraten av) ndmnaren var for sig:

IRER

u-v = (ax+by)-(ex+dy)=ac|x|”+bd|y|®+ (ad + be)x - y
1
= (ac+ bd + g(ad—l—bc)) |1x||?

och

2 2

Iv[® = ((ax+by) - (ax+by)) ((cx +dy) - (cx + dy))
= (a®[Ix[]* +0* ly||* + 2abx - y) (¢ ||x]]” + & ly||* + 2¢cdx - y)

[l

2 2
= (a®+ gab + %) (* + gcd +d*) |Ix|*.

Beriknar vi kvoten sa far vi att termerna som innehaller lingden av x tar
ut varandra och vi far:

ac+ bd + (ad + be)
\/(a2 + 2ab+ 0?)(2 + 2cd + d?)

(8 = arccos

b) Vi ska se till att téljaren 1 argumentet till arccos blir 0, dv's
1
0=ac+bd+ g(ad—i- be).

En 16sning (bland oédndligt manga) &ra = b =c = 1ochd = —1.

9 Motstdende hornen i en kub med sidan a och sidorna ldngs axlarna i koordinat-
systemet har koordinaterna:

(0,0,0) och (a,a,a)
(0,0,a) och (a,a,0)
(0,a,a) och (a,0,0)
(0,a,0) och (a,0,a).
Rymddiagonalerna ir alltsa vektorerna
a a a a
al, a |, |—a]| och | —a
a —a —a a

Lingden av var och en av dessa ir v/3a och skaldrprodukten mellan dem ir
antingen a? eller —a?. Det betyder att vinkeln 3 mellan ett par av dessa vektorer

uppfyller
+a? _ 4 1
V3av/3a 3

cos 3 =



Om cos 3 < 0 sa dr vinkeln mellan vektorerna trubbig och cosinus av den spetsi-
ga vinkeln mellan diagonalerna 4r da negationen av det virdet. Alltsa dr cosinus
for vinkeln mellan diagonalerna alltid 1/3.

Avsnitt 1.4

5 Om nagon av vektorerna #r nollvektorn sa ér de olika produkterna trivialt nol-
lvektorn i bada fallen. Antag nu att de inte &r nollvektorn.

a) Enligt definitionen dr x x x = 0 for alla vektorer x och ddrmed &r (u x
v) X (u x v) = 0 for alla vektorer u och v.

b) Om u och v ir parallella sa r u x v = 0 och da &r forstas dven ((u x
v) x u) X v = 0. Om de inte dr parallella sd dr u x v normal till planet
som spanns upp av u och v. Da giller att x = (u x v) x u ligger i detta
plan och dr ortogonal mot u. Vi har att x X v = 0 om och endast om x och
v dr parallella. Eftersom x, u och v alla ligger i ett plan och x och u ir
ortogonala sa dr detta ekvivalent med att u och v &r ortogonala. Alltsa &r

(uxv)xu)xv=xxv=0
om och endast om u och v ir parallella eller ortogonala.

6 Det racker att visa att det dr sant i rummet. Om man ir 1 planet kan man helt
enkelt betrakta detta som tex xy-planet i rummet (med tredje koordinaten lika
med noll).

Lat x och y vara sidorna i parallellogrammet som har u och v som diagonalvek-
torer. Da giller (lite olika beroende pa hur man ordnar och riktar diagonalerna)
attx +y =uochy —x = vvilket geratty = s(u+v) ochx = $(u—v).

Arean av parallellogrammet som spianns upp av tva vektorer ar lika med ldngden
av deras vektorprodukt. Alltsa &r arean av P, lika med ||u x v|| och arean av P

lika med ||x x y||. Rakneregler for vektorprodukt ger
<y = 3lu—v) x Su+v)
XXy = 5 u—v 5 u-+v

:Z(uxu—l—uxv—vxu—vxv)

1 1
:Z(O—{—uxv—l—uxv—()):i(uxv).

Dirmed #r arean av P; lika med £ ||(u x v)|| och alltsd hilften av arean av P.

Avsnitt 1.5

5 Vi utnyttjar definitionen av skaldrprodukt som ger att
u-v
CoOsS Q¢ = ———,
[ul[fIv]
dir « #r (minsta) vinkeln mellan u och v. I vart fall sa far vi
7 1
V1ay14 2

Alltsa dr den sokta vinkeln o = arccos 1 = 7/3.

Ccosa =



6 Vi har att cos 60 = 1/2 sa enligt definitionen av skaldrprodukt sa har vi

1 V-w VW 1_V-W
2 vIlwl 2wl [wi|

Man kan ansitta en godtycklig vektor och se vad villkoren blir, men kanske ser
man direkt att tex bade

1
w=10 och w= |1
0

10ser ekvationen.

7 a) De ir ortogonala om och endast om skaldrprodukten &r noll. Vi far

1 3
u-v=1|3|-|-3|=3-94+2xr=2x—6,
T 2

sa de &r ortogonala om och endast x = 3.

b) Vi far en sokt vektor e genom att multiplicera v med inversen av dess
lingd,dvs
3

1
e=-—V= -3

vl

s"
[\
[N}

c) Den ortogonala projektionen uy, ges av

u-v 2r — 6 3 r—3 3
A S RN G BT
[ v]] 2 2

10 Vi utnyttjar definitionen av skaldrprodukt som siger att vinkeln v mellan tva
vektorer x och y satisfierar

X'y
cosa = )
[ Iyl
Vinklarna mellan paren av de tre vektorerna uppfyller dirmed
V1 Vo —6 2
cosy; = = =——
[valllval| /14 -3 V14
oS V1 V3 5
’)/2 prm— =
[vallllvsll  v/14v/17
Vg - V3 —12 4
COS Y3

Ivall [[Vs]] — 3v17 V17

Eftersom vinkeln blir storre da cosinus for den minskar (i intervallet [0, 7] som
dr det som 4r intressant) och

((2) 2l (LY

sa foljer det att y3 dr storst. Svaret &r alltsa vinkeln mellan v, och v3.



11 En godtycklig vektor i1 detta plan ir en linjdrkombination au + bv. Villkoret att
den ir ortogonal mot v dr ekvivalent med

O=v-(au+bv)=av-u+bv-v=4a+ 9.

1
Ett mojligt val dr a = 9 och b = —4. Detta ger vektorn | 22
10

Avsnitt 1.6

7 En riktningsvektor for planet ges av riktningsvektorn for linjen v; = (1 2 3)%.
En andra riktningsvektor v, far man genom att ta vektorn fran origo till en punkt
pa linjen, tex (2,2,3). Det ger vo = (2 2 3)%. Vi far nu en normalvektor till
planet

0
n=vy xveg=| 3
—2

Dirmed ér ekvationen for planet given av 3y — 2z + d = 0, dir d = 0 eftersom
planet gar genom origo. Svaret &r alltsa 3y — 2z = 0.

8 Vi bestimmer de tva vektorerna

— — 4
u:P3P1: 1 OChV:P3P2: 4
0 3

som spanner upp planet. En normal till planet ges da av

3 1
uxv=|-3|=3[-1],
0 0

vilket ger att planet har en ekvation pa formen x —y+d = 0. For att bestimma d
sdtter vi in tex punkten P; och far —1+ d = 0 och slutligen alltsa att ekvationen

‘i
r—y+1=0.
9 a) Enriktningsvektor ges av
2—-1 1
v=|-1-3|=|-4],
o—4 1
sa
r=1+1
y=3—4t
z=441

ar en ekvation for linjen.



b) Det finns o@ndligt manga plan som innehaller linjen och om vi tar ett plan
med ekvationen Ax + By + Cz + D = 0 sa ligger linjen pa detta om och
endast om

0= A(1+t)+B(3—4t)+C(4+t)+D = (A+3B+4C+D)+(A—4B+C)t

for alla ¢. Detta dr ekvivalent med att

A+3B+4C+ D=0
A—-4B+C =0

Detta dr ekvivalent med (vi subtraherar den forsta ekvationen fran den an-
dra)
A+3B+4C+D =0
{ —7B-3C =0
vilket har l6sningarna D = s, C' = 7t, B = —3t och A = —19t — s dir s
och ¢ &r fria parametrar. Ett exempel far vi om vi sétter s = 1 och ¢ = 0:

—x+1=0.

10 Lat Q = (2,2, 3). Da ér (Q en punkt pa linjen. Om () P, dr ortogonala projektio-
P pa linj g Pproj
—

11

nen av (P pa linjen s ges avstandet d fran P till linjen av

1= yJa] - e

Vektorn

ar en riktningsvektor for linjen. Vi har att

2

HCTDHQ: 0 ]|l =(-1)2+32=10

och

—
L = = — —.
[ V14 7
Allts dr det sokta avstdndet d = /10 — 50/7 = /20/7 = 2v/35.

Om @ ér en godtycklig punkt i planet sa giller att avstandet fran P till planet
— —

ges av ldngden av den ortogonala projektionen, () Py, av QP pa normalen till

planet.

Vi viljer @ = (1,—1,—1). Da dr
0

—) 1
QP=11] ochn= |2
4 3



12

13

ar en normalvektor. Det sokta avstandet blir da

QP -
— n- 2+ 12
QP.| = = V14
H lnfl V14
Vi ser att planens normaler

4 2

2| respektive |1

8 4

ar parallella och ddrmed dr planen parallella och skir alltsa inte varann. Avstan-
det mellan planen dr samma Overallt och vi kan berdkna det genom att ta en
punkt pa det forsta planet, tex P = (1,4, 2) och berikna avstandet ifran den till
det andra planet.

Lat () vara punkten pa det andra planet som ligger narmast P. Vi har att P—Cj ar
en normal till planet sa Q) = (1 + 2¢,4 + ¢, 2 + 4t) for nagot ¢. Vi sitter in detta
i planets ekvation () ligger ju pa planet) och far ekvationen

0=2(1+2t)+(4+1t)+4(2+4t)+3 =17+ 214,

vilket har 16sningen ¢ = —17/21. Det ger att avstandet dr

2
— 17 17
P H —ltf1]l==viFrit16=——.
- (3] - v 22
Normalen till planet genom (1, 1, 1) har ekvationen

r=1+1

y=1+2¢t

z =1+ 3t.

Sitter vi in denna i planets ekvation och 16ser ut ¢ sa far vi den punkt som dr den
ortogonala projektionen av (1,1, 1) pa planet. Vi far

0=1+t+2(1+2t)+3(1+3t)+4=10+ 14¢,
sat = —10/14 = —5/7. Den sokta punkten r alltsa
r=1-5/7T=2/7

y=1-2.5/7=-3/7
2=1-3-5/7T—8/T.



