Losningar till utvalda uppgifter pa veckoblad 2,
Linjar algebra IT, VT2010

Avsnitt 2.2

2 Vi beridknar determinanten av matrisen med de tre vektorerna som kolumnerer.
Absolutbeloppet av denna ger volymen av parallellepipeden som de spianner upp.

Vi far att
2 3 6
3 =6 2|=2(-6--3-2-2)+3(2-6—-3--3)+6(3-2—(—6)-6)
6 2 =3

= 28 4 63 + 252 = 343.

Alternativt kunde man observerat att de dr ortogonala och i sjdlva verket 7 ganger
en ON-bas, sa vi har en kub med sidan 7. Detta ger ju ocksa att volymen dr
73 = 343.

5 Genom att subtrahera andra kolumnen ifran den tredje och sedan den forsta
kolumnen ifran den andra far vi:

x? (x+1)? (z+2)? z? 20+1 2x+3
det(A) = |(z+1)? (z+2)* (z+3)? =|(z+1)? 2z+3 2z+5|.
(x+2)?* (z+3)?* (v+4)? (x+2)? 2x+5 20+7

Subtrahera sedan ater andra kolumnen ifran den tredje:

x? 2z +1 2z +3 x? 2z +1 2
det(A) = [(x +1)? 20+3 22+5|=|(x+1)? 20+3 2|.
(x+2)? 2245 2047 (r+2)? 20+5 2

Subtrahera nu andra raden ifran den tredje och direfter den forsta raden ifran
den andra:

x? 20 +1 2 2 2 +1 2
det(A) = |(z+1)* 22+3 2|=[2z+1 2 0.
(x+2)? 20+5 2| [22+3 2 0

Subtrahera nu till slut aterigen den andra raden ifran den tredje och vi far en
diagonal matris som vi litt rdknar ut:

x? 20 +1 2 x? 2c+1 2
det(A) = |22+ 1 2 0 =|2z+1 2 0| =-8.
20+ 3 2 0 2 0 0

Alternativt kan man forstas anvidnda Sarrus regel och forenkla de sjittegrad-
spolynom man far.



Avsnitt 2.3

4 a) Eftersom determinaten &r skild ifran O sa existerar inversen och om

=)

sa ir
1 d —=b d -b
71 . o
4 _detA(—c a)_ (—c a)

och alltsa har dven A~! heltalselement och eftersom

1 1
det A=t = =-=1

¢ detA 1

sé ligger A=1i M.

b) Om
_fa b (e f
A—( d)ochB—(g h)
sa dr
_ (ae+bg af +bh
AB_(ce+dg cf—l—dh)'
Det ger att

f ()_(ae—l—bg)x—l—(af—l—bh)
AB\T ~ (ce+dg)x + (cf +dh)’

A andra sidan sa ges sammansittningen av

fao fp(z) = fa (Ziifz)

ex+f
c (ex+f) +d

gz+h

alex+ f)+b(gr+h) (ae+bg)x + (af + bh)

clex+ f)+d(gx+h) (ce+dg)x+ (cf +dh)
Vi ser dirmed att de tva funktionerna stimmer dverens.
5 a) Endirekt kalkyl ger med A som i fragan att
A? — sp(A)A + det(A)I =
a’*+bc bla+d) a b 1 0\
<c(a+d) d* + be —(a+d) c d + (ad = be) 0 1)

a’ +bc — a® — ad + ad — be bla+d)— (a+d)b _ 0
cla+d)— (a+d)c d>+bc—ad—d*+ad—bc)



b) Vi vet fran forsta deluppgiften att om det(A) = 0 sd giller att A% =
sp(A)A. Rekursivt far vi nu att

AP =A% A=sp(A)A- A =sp(A)A* = sp(A)?A,

At =A% A =sp(A)?A- A =sp(A)?A? = sp(A)*A

etc. Det kiinns som om A" = sp(A)"~! A #r en inte alltfor vild gissning. Vi
verifierar med ett enkelt induktionsbevis.
Basfall for n = 1,2, 3 och 4 ir klara.

Antag att pastaendet sant for nagot k och visa att i sa fall dr det sant ocksa
for k + 1.

AR = AR LA = sp(A)F 1A A = sp(A) L sp(A)A = sp(A)FA

och dédrmed &r saken klar.
Vi har alltsd visat pastdendet som efterfragades med &, = sp(A)"!.



