Losningar till utvalda uppgifter pa veckoblad 4,
Linjar algebra IT, VT2010

a) Vi beriknar skalidrprodukten
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sa alltsa &r de ortogonala.

b) Vi gor ett induktionsbevis 6ver m = ¢ + j. Vi har ett basfall redan fran forsta
deluppgiften, namligen i + j = 3 vilket &dr det minsta fallet da i # j. Antag
att pastaendet &r sant for alla par (¢, j) ddr ¢ + j < m. Vi ska visa att da giller
det dven for ¢+ + 7 = m. Vi kan av symmetriskil anta att ¢ < j. Vi berdknar
skaldrprodukten och far
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dir den nist sista likheten foljer av induktionsantagandet eftersom ¢ + &k < 7+
sd u; - up = 0 om k # 4. Alltsd &r u; och u; ortogonala.

Diérmed foljer det att det giller for samtliga par (4, 7).

6. Antag att A ir symmetrisk, dvsatt A = A'. Litay,...,a, varakolumnerna

i A. Da giller att

¢ ¢
al alx a;
¢ ¢
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Med andra ord sa dr a; - x = 0 for alla ¢ sa x &r ortogonal mot alla kolumnvek-
torerna, vilket var precis vad vi skulle visa.

7. Visubtraherar C ifran bada leden och far da AX B = D — C'. Eftersom bade
A och B ir inverterbara sa kan vi multiplicera bada leden med dessa matrisers
respektive inverser ifran vinster respektive hoger vilket ger

AXB=D-C & A YAXB)B'=AYD-C)B!
& (A'AXBBYHY=4A4YD-0C)B!
& X=AY(D-C)B™

Alltsd ar X = A1

(D—C)B

~1 en unik 16sning till ekvationen.



11. Subtraherar vi tva ganger den forsta ekvationen ifran den andra sa far vi
—dy — 2z = 8.

Parametrisera genom att (tex) sitta y = 2t vilket ger z = 4 — 5¢. Loser vi ut =
ur den forsta ekvationen far vi slutligen

r=05—2y—22=5—-4t -8+ 10t = -3 + 6¢.

Vi far alltsa

r=—-3+6t
y =2t
z =4 — bt.

(Observera att det finns odndligt manga olika korrekta svar beroende pa hur man
viljer att parametrisera.)

14. Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och far

1 2 -1 3 1 2 -1 3 12 -1 3
22 -14]—10 -2 1 2] —|01 4 -4
2 5 2 2 0 1 4 -4 00 9 -10

Detta ger z = —10/9,y = —4—4(—10/9) = 4/9ochx = 3—10/9—-2-4/9 = 1.

15. Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och far

1 2 2 5 1 2 2 5 1 2 2 5
2259} —10 -2 1 1] —10 -2 1 -1
3 12 3 18 0 6 -3 3 0 0 0 O

Detta ger z fri, y = (1 + 2)/2 ochx = 4 — 3z.

16. Vi gor Gausselimination

121 -1 2 1 2 1 -1 2 1 2 1 -1 2
345 2 0)]—([0-=22 5 —6]—|0-22 5 —6
221 0 2 0 -2 -1 2 =2 0 0 —3 -3 4
12 1 -1 2 10 3 4 —4
—~1o01-152 -3 |—/[01-15/72 -3
00 1 1 —4/3 00 1 1 —4/3

100 1 0
— {010 72 —13/3
001 1 —4/3

Fran detta far vi en 16sning med tva fria parametrar och alltsa geometriskt ett
plan i R®. En parametrisering av planet ges av

—1 0

—7/2 13/3

x=s| —1 [ +¢t| 4/3
1 0

0 1



17.

(a) Man kan tex ta vilka tva kolumner som helst i A.

(b) Gausselimination ger

1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 5 1 +«~— 101 -5]«— 01 —5] «—
3 8 -1 0 2 -10 00 O

varifran vi ser att det finns vektorer ¢ sadana att Ax = c saknar 16sning.
(I sjélva verket giller det for alla vektorer utom det plan som spanns upp
av tva av kolumnerna i A.) Ett exempel dr ¢ = (0 0 1)* da vi ser att denna

inte kommer att paverkas av Gausseliminationen och sista ekvationen blir
dao=1.

18. Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och far

12 —-13 1 2 -1 3 1 2 -1 3
22 a 4] — |0 -2 a+2 2| — |0 -1 <2 -1
2 a a 2 0 a—4 a+2 —4 0 0 -2 —a

12 -1 3

— |01 —<2 1

00 a2—4 —2a

Denna har €j unik 16sning om och endast om a®> — 4 = 0, d vs om och endast om
a = +2. I dessa fall blir —2a = F4 sa ekvationssystemet saknar da 16sning.

19. Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och far

1 2 -1 3 1 2 -1 3 1 2 —1 3

2 2 -1 4] — |0 -2 1 -2 — |0 =2 1 —2

25 a T 0 1 a+2 1 0 0 a+5 O
Frén detta ser vi att vi har unik 16sning om a # —2 och dd @ = —2 sa har vi

odndligt manga l6sningar. Svaret &r alltsa: inte for nagra virden alls.

20. Vi anvidnder Gausselimination pa totalmatrisen och far

1 2 3 0 1 2 3 0
0 a—0b -1 2 — 10 a—0b -1 2
2 4 b+1 a—2 0 0 b—5 a—2

Fran detta ser vi att vi har determinanten lika med noll om och endastom a = b
eller b = 5.

Om b = 5 sa blir sista ekvationen 0 = a — 2 sa da maste a = 2 for att vi ska
kunna ha nagon 16sning. Detta fallet ger en 16sning eftersom det inte blir nagra
problem med de tva forsta ekvationerna.



Om a = b, sa far vi

12 3 0 1 2

00 -1 2 — |0 0 -1 2

00 b—-5 b-2 0 0
Denna har (oé@ndligt manga) 16sningar om och endast om 3b — 12 = 0, dvs
b=4.
Svaret 4r alltsa: (2, 5) och (4,4).

21. De fem punkterna ger foljande ekvationssystem:

10 0 3
11 1 a 6
1 2 4 bl =18
1 3 9 7
1 4 16 4

Om vi betecknar koefficientmatrisen med A och hogerledsvektorn med b sa ges
minstakvadratlosningen av 16sningen till AAx = A'b. Multiplikation med A’
ger

5 10 30 28
A'A =110 30 100 ] och A'b = | 59
30 100 354 165

Vi loser detta ekvationssystem med Gausselimination

5 10 30 28 12 6 = 126 =
10 30 100 59 | — [0 10 40 3 | — (0 1 4 & |,
30 100 354 165 0 40 174 -3 00 14 —15

vilket ger ¢ = —15/14, b = 3/10 — 4(—15/14) = 321/70 och @ = 28/5 —
6(—15/14) — 2(321/70) = 20/7 sa svaret blir

770 147

22. De fem punkterna ger foljande ekvationssystem:

10 0 3
11 1 a 6
1 2 4 bl =18
13 9 7
1 4 16 4

Om vi betecknar koefficientmatrisen med A och hogerledsvektorn med b sa ges
minstakvadratlosningen av 16sningen till A’ Ax = A'b. Multiplikation med A’
ger
5 10 30 28
A'A=110 30 100 ] ochA'b= | 59
30 100 354 165



Vi l6ser detta ekvationssystem med Gausselimination

5 10 30 28 12 6 = 12 6 =
10 30 100 59 | — [0 10 40 3 | — |0 1 4 & |,
30 100 354 165 0 40 174 -3 00 14 —15

vilket ger ¢ = —15/14, b = 3/10 — 4(—15/14) = 321/70 och a = 28/5 —
6(—15/14) — 2(321/70) = 20/7 sa svaret blir

_20 320 15,
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