a)

b)

Losningar till utvalda uppgifter pa veckoblad 5,
Linjar algebra IT, VT2010

Genom att subtrahera andra kolumnen ifran den tredje och sedan den forsta
kolumnen ifran den andra far vi:

x? (x+1)? (z+2)? z? 20 +1 2x+3
det(A) = |(z+1)? (z+2)* (x+3)? =|(z+1)? 2z+3 2z+5|.
(x+2)%* (z+3)? (v+4)? (x+2)* 2045 20+7

Subtrahera sedan ater andra kolumnen ifran den tredje:

x? 20 +1 22 +3 x? 20 +1 2
det(A) = |(z+1)? 2z+3 2z+5|=|(zx+1)? 2z+3 2|.
(x+2)? 22+5 22+7 |(z+2)? 2z+5 2

Subtrahera nu andra raden ifran den tredje och direfter den forsta raden ifran
den andra:

x? 2r+1 2 2 2x+1 2
det(A) = |(z+1)? 20+3 2/ =[2241 2 0.
(x+2)? 2z+5 2| [2z4+43 2 0

Subtrahera nu till slut aterigen den andra raden ifran den tredje och vi far en
diagonal matris som vi latt rdknar ut:

x? 20 +1 2 x? 2c+1 2
det(A)zQ:Jc—l—l 2 Ol =112z +1 2 0] = —8.
2c 4+ 3 2 0 2 0 0

Alternativt kan man forstds anvinda Sarrus regel och forenkla det sjdttegrad-
spolynom man far.

Antag att n > 4. De fyra forsta kolumnerna i A ser ut sa har:
( ) (z+2)? (z+3)?

(x+1)? (z+2)? (z+3)? (z+4)>

det(A) = [(z+2)* (+3)* (z+4)* (z+5)°

( )2 (x+5)? (z+6)?

Vi subtraherar 3:e kolonnen ifran den 4:e, 2:a kolonnen ifran den 3:e och slut-
ligen den 1:a kolonnen ifran den 2:a. Detta éndrar inte virdet pa determinanten
och eftersom (z +n)? — (z + (n — 1))? = 2z + 2n — 1 s far vi da:

x? 20+1 2¢2+3 2x+5
(x+1)? 22+3 2x+5 2x+7
det(4) = |(x+2)* 20+5 22+7 22+9
(x+3)? 20+7 2¢+9 2z+11




Vi subtraherar nu aterigen 3:e kolonnen ifran den 4:e och 2:a kolonnen ifran den
3:e och far nu

x? 2z +1
(x+1)* 22+ 3
det(A4) = [(z+2)* 2245
(x+3)* 2047

DN DN DN DN
DN DN DN DN

eftersom tva kolonner ir identiska.

c) Det ricker att ta ett exempel och berikna determinanten och se att den inte blir
noll. Sitt tex x = 0 vilket ger

4
9
6

0
det(A) = |1 = —8.
4

O =~ =
—_

I sjdlva verket dr den —8 oavsett vilket = man viljer!

4. Viberiknar determinanten av matrisen med de tre vektorerna som rader. Denna ar
skild fran noll om och endast om vektorerna &r linjirt oberoende. Vi far med hjélp av
elementira radoperationer att

1 2 2 |1 2 2
2 2 5[=0 -2 1|=1-(-8-1)=-9£0,
~1 -1 2 |0 1 4

sa de 4r linjirt oberoende.

S. Vi beridknar determinanten av matrisen med de tre vektorerna som rader. Denna &r
skild fran noll om och endast om vektorerna &r linjirt oberoende. Vi far med hjélp av
elementira radoperationer att

1 2 2 1 2
2 2 5/=0 -2 1|=1-(2-2)=0,
1 41 0 2 -1

sa de &r linjdrt beroende.

6. Vi berdknar determinanten for matrisen med vektorerna som kolumner och far
15 — 2a — a®. Vektorerna r linjirt beroende om och endast om determinanten ir lika
med 0. Vi loser alltsd andragradsekvationen 15 — 2a — a? = 0 vilket ger 16sningarna
a; = —5och ay = 3.

9. Vi later F vara matrisen som har f;, f; och f3 som kolonner. Da giller att x koor-
dinater i standardbasen, xz, och dess koordinater i F'-basen, xx, uppfyller

Xp = Fﬁle.
Eftersom F dr en ON-matris sa dar F'~! = F*. Vi beridknar forst

1 |6z €y € 1 —1
fs=——>1|1 -1 0 —1

3V2(y o 1| 321y



Vi far da

1/vV2  —1/vV2 0 1 1[0
Xp=F'xp=F'xp = 2/3 2/3 1/3 1|==1]5
“1/3v3 —1/3v2 4/3v2) \1)  ?\\2

Kontrollera att det stimmer, dvs att 0 - f; + g -y + “/Ti - f3 har koordinaterna (1,1, 1):

2 —1 1

2 1
().fl_|_§.f2_|_£.f3:§ 21+ =11 =11
3 3 9 1 9 4 1

10. Vi ska visa att vektorerna &r parvis ortogonala och har lingd 1 vilket dr ekvivalent
med att MM = I. Eftersom 22 +3%+6% = 4+9+36 = 49 = 72 s har alla vektorerna
lingd 1. Dessutom dr 2-3+3-(—6)+6-2 = 6—18+12 = 0 sa v; och v dr ortogonala.
Pa samma sitt far man att skaldrprodukten mellan v3 och de andra vektorerna ér 0 och
didrmed att de &r parvis ortogonala.

12.

a) Betraktat i planet som spéanns upp av f; och f; sa dr avbildningen rotation kring
origo 7 /4 radianer moturs. Denna har matrisen

cosf —sing _i 1 —1
sinf  cos? 2\l 1)

Den tredje basvektorn dr ofordndrad sa totalt blir matrisen

1 _1
V2 V2
1 L
V2 V2
0 0 1

b) Om x ir koordinaterna i standardbasen och xy, dr koordinaterna i basen V' sa
géller sambandet att x = V'xy . Vi far alltsa

1 15 3 1 14+30+9 40
x=Vxy=|(3 7 =3 21 =13+14-9] = 8
3 =12 2 3 3—-24+6 —15

13.

a) Basvektorerna f; och f, dr oférindrade och f3 avbildas pa nollvektorn sa ma-
trisen 1 basen F’ ges av

Ap =

O O =
O = O
o O O



b) Matrisen for L i standardbasen ges enligt kiind sats av (observera att [’ dr en
ON-matris s§ F~! = F%)

1 2 3 6 1 00 2 3 6
A:FAFF—1=4—93—62 0103 -6 2
6 2 -3 000 6 2 -3
1 13 —12 18
18 6 40
14. Latf, = \/Lé(l 12)" vara en normerad normalvektor till planet och bestim f,

och f3 sa att de har ldngd 1, dr ortogonala och spénner upp planet. Man kan tex ta

f, = \/%(1 —10)" och f3 = f; x £, (eller direkt observera att) f3 = \/Lg(l 1 —1)" duger.
I basen (f}, s, f3) har avbildningen matrisen

-1

Arp=1 0

0

o = O
_ o O

Det ger att den i1 standardbasen har matrisen

2 -1 -2

1
A:FAFF‘leAFthg ~1 2 =2
-2 -2 -1

Alternativt kan man direkt utnyttja att
A=1-2ff
15.

a) Enligt definitionen av skaldrprodukt giller for vinkeln v mellan v, och v att

V1 Vo 1 1
COS ¥ = = = -,
‘VlHVQ‘ 2-1 2

sd a = /3 radianer eller 60 grader.
b) Vektorn v3 ska alltsa ligga i planet och vara ortogonal mot v, sa den ska uppfylla
v3 - vy = 0ochvs =av; + bvy

for nagra tal a och b. Om vi sitter in linjarkombinationen i den forsta ekvationen

far vi
0= (avy +bvs) vy =avy-vy+bvy-vy =a-+b.
Vi har alltsa 16sningen ¢ = —b sa
V2
vi=a(vi—vy)=al| O
1

For att f4 lingd 1 sitter vi a = 1/+/3.



¢) Det finns tva mojligheter och den som ger ett hogerorienterat system dr

1 1
V4 = Vg X Vg3 = — 0

Vi\-va

17. Alla vektorer som #r normaler till planet, dvs vektorer pa formen (0 0 z)f,
avbildas pa nollvektorn. Dessa kommer dérfor att vara egenvektorer med egenvirdet 0.
Alla vektorer som ir parallella med planet, d v s vektorer pa formen (z y 0)" kommer
att vara oforandrade sa de kommer alltsa att vara egenvektorer med egenvirdet 1.

Vi har nu hittat tre linjart oberoende egenvektorer (tex de tre enhetsvektorerna) och
didrmed har vi hittat alla egenvektorer och egenvirden eftersom en 3 x 3-matris inte
kan ha fler egenvektorer.

18. Alla vektorer som dr normaler till planet, dvs vektorer pad formen (0 0 2)°,
har spegelbild den vektor som ér lika lang och pekar i precis motsatt riktning. Dessa
kommer dérfor att vara egenvektorer med egenvirdet —1.

Alla vektorer som ir parallella med planet, d v s vektorer pa formen (z y 0)" kommer
att vara oforandrade sa de kommer alltsa att vara egenvektorer med egenvérdet 1.

Vi har nu hittat tre linjart oberoende egenvektorer (tex de tre enhetsvektorerna) och
ddrmed har vi hittat alla egenvektorer och egenvirden eftersom en 3 X 3-matris inte
kan ha fler egenvektorer.

19. Alla vektorer i planet kommer att vara oforindrade sa dessa dr egenvektorer
med egenvirdet 1. De vektorer som &r vinkelrdta mot planet avbildas pa nollvektorn sa
dessa har egenvirdet 0. Summerar vi sa dr alltsa vy, vo och vy X v tre linjédrt oberoende
egenvektorer med egenvirdena 1, 1 och 0. Nagra fler finns det inte, eftersom vi bara
kan ha hogst tre linjirt oberoende vektorer i R3.

20.

a) Den ir reflexiv eftersom om vi viljer P att vara identitetsmatrisen sa ar A =
PAP~! och dirmed dr A konjugerad med sig sjilv. Den #r symmetrisk eftersom
om A = PBP 'sdérju B = P7'AP s om A #r konjugerad med B si ir
B konjugerad med A. Den ir transitiv eftersom om A = P,BP; ' och B =
P,CP; 1, sa dr

A - PlBPfl - Plpchglplil — (Plpg)C(Plpz)il.
Med andra ord om A idr konjugerad med B och B idr konjugerad med C' sa dr A
konjugerad med C' vilket precis dr villkoret for transitiviteten.
Eftersom den &r reflexiv, symmetrisk och transitiv sa dr den per definition en

ekvivalensrelation.

b) Antag att A och B ir konjugerade och att \ &r ett egenvirde till A. Det ricker
att visa att da dr \ ett egenvirde ocksa till B, ty da &r alla egenvirden till A
egenvirden till B och omvindningen f6ljer av symmetrin.



21.

b)

Vi antar alltsa att Av = \v for nigon vektor v # 0 och A = PBP~! for en
inverterbar matris P. Da far vi att

B(P7'v) = (P'AP)P'v =P 'Av=P 'Av = \Plv,

s& \ dr alltsa ett egenviirde till B med egenvektorn P~1v # 0.

Alla vektorer i planet som vi projicerar pa, d vs alla linjarkombinationer av v;
och v, dr ofériandrade och ar alltsa egenvektorer med egenvérdet 1. De vektorer
som &r ortogonala mot planet, d v s multiplar av v3, avbildas pa nollvektorn och
ar alltsa egenvektorer med egenvirdet 0. Detta dr alla egenvirden och egenvek-
torer da vi har tre linjirt oberoende egenvektorer.

Lat I’ vara matrisen som har basvektorerna som kolumner. I basen ' idr matrisen
for avbildningen

Denna ir relaterad till matrisen A i standardbasen genom A = FApF~! och
eftersom [ #r en ON-matris s& dr F'~' = F* och vi far att

8 2 =2

1
A=FApFt==-| 2 5 4
-2 4 5





