Losningar till utvalda uppgifter pa veckoblad 6,
Linjar algebra IT, VT2010

a) Den karakteristiska ekvationen ar
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som har 16sningarna z = 0 och = 1 som ddrmed &r de tva egenvirdena.
Egenvektorerna far man genom att dels 16sa Ax = 0 som ger multiplar av (1 —

1)" och dels
1 1
O:AX—X:(12 21)
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som har 16sning alla multipler av (1 1)*. Vi har alltsa att 0 &r egenvérde med
egenvektorer alla multiplar av (1 — 1) och att 1 ir egenvirde med egenvektorer
alla multiplar av (1 1)*.
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b) De tva egenvektorerna ir ortogonala. Multipler av (1 1)! dr oforindrade och de
ortogonala vektorerna avbildas pa nollvektorn. Darmed dr det ortogonal projek-
tion pa linjen genom origo med riktningsvektor (1 1).

2. Den karakteristiska ekvationen ges av
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sa egenvidrdena &r de tva nollstédllena 1 och —2.
Satter man in A = 1 sa far man ekvationen —6x + 6y = 0, vilket ger egenvektorerna
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Sétter man in A = —2 sa far man ekvationen —3x + 6y = 0, vilket ger egenvektorerna

2
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4. Forutsittningarna ger att

B Q 1-0
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med 0 < «, 8 < 1. Den karakteristiska ekvationen blir da
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= X —(a+BA+(@+B-1)=A-1)A—(a+5-1)),

0 =

sa att A har alltsd egenvédrdena A\ = 1 och \s = o + 3 — 1. Dessutom giller att
M=a+B-1>04+0-1>-lochhy=a+8-1<1+1-1<1

och diarmed ar saken klar.



5. Ett alternativ dr (forstas) nollmatrisen som har alla vektorer som egenvektorer med
egenvirdet 0. Allmint sa ska den karakteristiska ekvationen ha 0 som dubbelrot. Om

a b
a=(2 ),

0=det(A—X)=(a—A)(d— )\ —bc=X —(a+d))+ (ad — bc).

sa dr karakteristiska ekvationen

Vi ska alltsa ha a + d = 0 och ad — bc = 0. Den forsta ger « = —d som insatt i den
andra ger d*> = —bc. En mojlighetird =b=1ocha=c= —1,dvs

(o)

a) Vi vet att egenvirdena &r nollstillen till det karakteristiska polynomet det(A —
Al) = 0. For en 3 x 3-matris &r detta ett tredjegradspolynom. Om man riknar ut
detta sa far man

a; — A a2 a3 ‘
21 azp — A agy | = =N+ (a1 + age + azz)\? +bA + ¢,
a3y a3z asz — A

dér b och c dr kombinationer av koefficienterna som vi inte behover bry oss om.
Allmint for ett tredjegradspolynom p(z) géller att om det har rétterna 1, 25 och
T3 sa ir

p(z) = (z—x)(r —22) (2 — 23)
= 2% — (11 + 2o+ 23)2% + (2122 + 2123 + T273)T — 212973,

Alltsa dr summan av rotterna lika med minus koefficienten framfor z2. For det
karakteristiska polynomet betyder det att summan av egenvirdena (som ju ir
summan av rotterna) ar lika med a7 + a9 + as3. (Notera att det 4r minustecken
framfor \3.) Detta var precis det vi ville visa.

b) Samma resonemang fungerar for en n X n-matris och ett polynom av grad n.
I detta fallet ér koefficienten framfor 2"~ ! lika med minus summan av rotterna
och nir man riknar ut det karakteristiska polynomet sa far man grad n — 1 pa A
endast da man multiplicerar ihop alla elementen pa diagonalen. Denna produkt

ger
n n

[(ai =X = (0" =2 s+

i=1 i=1
Vi ser alltsa aterigen att summan av egenvirdena, d vs summan av rotterna, ar
lika med summan av elementen pa diagonalen.



7. Vi beriknar en diagonalisering av A for att ldtt kunna beridkna den hoga potensen.
Vi berdknar egenvirdena till A genom att 16sa

1/2—A  —3/2

0=det(A— )= ' -3/2 1/2- )\
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som har 16sningen 2\ = 1 + 3, dvs A = —1 respektive A\ = 2.
Motsvarande egenvektorer far vi genom att 16sa ekvationssystemen

(1/2—_3/(2_1) 1/2_—3/(2—1)> - (—3?{/22 _33}/22)

(1/—23722 1/_23?2) - (:gﬁ :3@

Dessa har 16sningarna v, = t( %) respektive vy = t( 4 ) Normerar vi sa far vi ON-

matrisen .
1 1
P:(V1V2):E(1 _1>

Diagonaliseringen av A blir dd A = PDP~! dir D ir diagonal med —1 och 2 pé
diagonalen och P~ = P!, Till slut blir d&

L/1 1Y) /(-1 o 11
1000 __ 1000 pt _ —
A = P =3 (1 —1) ( 0 21000 ) \1 —1

1 1 + 21000 1 — 21000
5 (1 _ 21000 1+ 21000) :

respektive

8. Vi vet att en matris som uppfyller kraven ir A = PDP~!, dir D #r en diagolmatris
med egenvirdena pa diagonalen och P en matris med egenvektorerna som kolonner.
Observera att de tre egenvektorerna dr ortogonala, sa vi kan vélja P som en ON-matris
genom att normera egenvektorerna. Dirmed kommer vi att ha P! = P?,

Vi siitter alltsa tex

100 1 4 30
D=0 20 ochPZS -3 4 0],
0 0 4 0 0 5
vilket ger
1 34 12 0
A:PDPt:% 12 41 O
0 0 100
9.

a) Vivetatt en 3 X 3-matris med tre linjért oberoende egenvektorer dr diagonaliser-
bar och vi anviander diagonaliseringen baklidnges hér for att hitta A med de givna
egenvirdena och egenvektorerna. Sétt D som diagonalmatrisen med egenvérde-
na pa diagonalen och lat P vara matrisen med egenvektorerna som kolumner. Da



dr A = PDP~! en matris med de efterfrigade egenskaperna. Eftersom egen-
vektorerna dr ortogonala kan vi normalisera dem sa att P blir en ON-matris och
dirmed P~ = P!. Alltsd med

20 0 1 2 =2 1
D=101 0 ochP=§ 2 1 =2
00 —1 1 2 2

sa dr ett exempel pa en eftersokt matris

o1 11 8 =2
A=PDP'=—-18 5 10
-2 10 2

b) Vi kan se att de tre vektorerna ir linjirt beroende genom att tex beridkna deter-

minaten
2 =2 1
2 1 —-2/=0.
-8 2 2

Det finns en sats som siger att egenvektorer till olika egenvirden &r linjdrt oberoende.
Vi har alltsa en motségelse sa det kan omojligt vara sa att dessa tre vektorer kan
vara egenvektorer till de tre olika egenvirdena 2, 1 respektive —1. (Detta &r ocksa
den enda sak som kan forstora for oss for om de &r linjért oberoende sa fungerar
strategin vi anvédnde i 10sningen av forsta deluppgiften.)

10. Observera att A dr symmetrisk sa det dr mojligt att hitta sddana matriser. Om A
har egenvirdena \;, A\s och A3 med motsvarande normaliserade ortogonala egenvek-
torer vy, vo och vz sd ir A = PDP"' dir P = (v; vy v3) och D ir diagonal med
egenvirdena pa diagonalen. Vi bestimmer egenvirden och egenvektorer.

Den karakteristiska ekvationen ges av

5-X 0 2
0 =] 0 3-Xx =2
2 —2  4-)
= B5-=MN(B-NE—-X) —4)+200-2(3-X))
= AP+ 1207 = 39N +28 = —(A — 1)(\* — 11X\ + 28)
= —A=DA=4H(A=T7).

For att faktorisera polynomet anvénde vi tipset att A = 1 dr ett egenvirde och loste
sedan den aterstaende andragradsekvationen. Aterstar nu att bestimma egenvektor-
erna.

A = 1: Likheten Av,; = v, ger

4 0 2 2 —2 3
0 2 2| <« [0 2 -2
2 -2 3 4 0 2
2 -2 3 2 -2 3
— |0 2 2|0 2 -2,
0 4 —4 0 0 0



vilket ger v; = (1/3) - (=1 2 2)".
A = 4: Likheten Avy = 4v, ger

1 0 2 1 0 2
0 -1 =2 = 0 -1 -2
2 =2 0 0 -2 —4
1 0 2
— 01 2],
000
vilket ger vo = (1/3) - (22 — 1)
A = 7: Likheten Avy = Tv, ger
-2 0 2 -2 0 2
0 —4 2| = 0 —4 -2
2 -2 -3 0 -2 -1
2 0 -2
= 02 11,
00 O
vilket ger vz = (1/3) - (=21 —2)%.
Vi far alltsa
1 -1 2 =2 1 00
P = 3 2 2 1 JochD=1[0 40
2 -1 =2 007

11. Fran satserna om diagonalisering sa vet vi att en matris A som uppfyller kraven

ges av
A=MDM™,

ddr D ar en diagonalmatris med egenvirdena pa diagonalen. Observera att M &r en
ON-matris si M ! = M". Den #r dessutom symmetrisk sd i sjilva verket ir M ! =
M. Vi far alltsa

1 2 3 6 1 00 2 3 6 1 130 6 =30
A= 1 —6 2 020 3 — =1 6 93 24
6 2 -3 00 3 6 2 -3 =30 —-24 71

12. Eftersom A dren 2 x 2-matris med tva olika egenvérden sa dr den diagonaliserbar,

A= PDP!, dir
(M0
p=(5 5)

ar en diagonalmatris. Vi far da att
A0
n __ np—1 3: n __ 1
A" =PD"P " dar D" = (O /\’21>'

Eftersom || < 1 och |Ag| < 1sair

lim A7 = lim \5 = 0.

n—oo n—oo



Didrmed kommer D™ att ndrma sig nollmatrisen nédr n vidxer mot odndligheten och
eftersom P &r en konstant matris s kommer ocksa A™ att ndrma sig nollmatrisen nér
n vixer mot odndligheten. Det betyder att alla elementen i A” ndrmar sig 0 och ddrmed
att

lim [|A"]| = 0.

n—oo





