Veckoblad 1, Linjér algebra IT, VT2010

Under den forsta veckan ska vi ga igenom (i alla fall stora delar av) kapitel 1 som
handlar om geometriska vektorer. De viktigaste teoretiska begreppen och resultaten i
kapitlet dr foljande:

e Geometrisk vektor med egenskaperna lingd och riktning.
e Likhet mellan vektorer.

e Operationerna vektoraddition och multiplikation med skaldr samt riknereglerna
for dessa.

e Begreppet linjirkombination av vektorer.

e Skaldrprodukt mellan tva vektorer och dess relation till vinkeln mellan vektor-
erna.

e Ortogonal projektion pa linje och plan.
e Rikneregler for skaldrprodukt.
e Formel for ortogonal projektion pa linje i termer av skaldrprodukter.

e Vektorprodukt mellan tva vektorer och dess relation till arean av ett parallel-
logram samt till en normal till ett plan.

e Rikneregler for vektorprodukt.

e Begreppen koordinatsystem och koordinater for vektorer.
e Formel for skaldrprodukt i termer av koordinater.

e Formel for vektorprodukt i termer av koordinater.

¢ Ekvationen for en linje i planet pa normalform.

e Ekvationen for en linje pa parameterform.

e Ekvationen for ett plan i rummet pa normalform.

e Ekvationen for ett plan pa parameterform.

e Avstand mellan punkt och linje samt mellan punkt och plan.



Viktiga typer av problem som vi kommer att 6va pa och som du ska kunna 16sa med
stod av teorin dr foljande:

e Addera vektorer geometriskt med hjélp av trigonometri.
e Bevisa enkla geometriska resultat med hjélp av vektoralgebra.

e Berikna skaldrprodukten mellan tva vektorer givet vinkeln mellan dem och dess
langder.

e Berikna skaldrprodukten mellan tva vektorer givet dess koordinater.

e Berikna ldngden av en vektor givet dess koordinater.

e Bestimma enhetsvektor med given riktning.

e Berikna vinkeln mellan tva vektorer (med hjélp av skaldrprodukt).

e Berikna ortogonala projektionen av en vektor pa en linje i planet eller i rummet.
e Berikna speglingen av vektor i en linje.

e Beriikna ortogonala projektionen av en vektor pa ett plan.

e Berikna speglingen av vektor i ett plan.

e Berikna vektorprodukten mellan tva vektorer givet dess koordinater.

e Berikna arean av ett parallellogram givet tva vektorer som spanner upp det.
e Berikna normalen till en linje i planet.

e Berikna normalen till ett plan (i rummet).

e Vixla mellan ekvation pa normalform och ekvation pa parameterform for linje i
planet.

e Bestimma ekvation for en linje givet tva punkter.

e Bestimma ekvation for en linje givet en punkt och en riktningsvektor eller nor-
mal.

e Vixla mellan ekvation pa normalform och ekvation pa parameterform for plan i
rummet.

e Bestimma ekvation for ett plan givet tre punkter.

e Bestimma ekvation for ett plan givet en punkt och tva vektorer i planet.
e Bestimma ekvation for ett plan givet en punkt och en normal.

e Beriikna avstandet fran en punkt till en linje.

e Berikna avstandet fran en punkt till ett plan.



Ovningsuppgifter
Avsnitt 1.1 och 1.2

1 Rita pa ett rutat papper in vektorerna u som é&r 3 rutor at hoger och 1 ruta uppat,
v som r 2 rutor at hoger och 3 rutor uppat samt w som &r 1 ruta at vinster och
5 rutor nedat.
a) Rita in linjarkombinationerna 3u — v, w + v och (u + 2v) — w.
b) Motivera grafiskt att (u + v) + w = u + (v + w) for dessa tre vektorer.
¢) Bestdm en linjarkombination av u och v som é&r lika med w.

2 Ensilvertirna flyger pa hosten med nibben riktad rakt mot sydpolen med en fart
som i vindstilla forhallanden skulle varit 40 km/h.

a) Antag att det blaser en kraftig vistlig vind som paverkar tirnan med 10
km/h. Vad blir da tdrnans fart och hur mycket avviker riktningen ifran rakt
sydlig?

b) Samma fraga som foregaende men vinden é&r istéllet sydvastlig.

c) Antag aterigen att vinden &r vistlig. Hur mycket ska den dndra sin flygrik-
tning om den vill flyga rakt séderut och vad blir da den verkliga farten?

3 Lat ABCD vara ett parallellogram och 1t ' vara mittpunkten pa diagonalen
AC och F mittpunkten pa sidan DC.

% . . . . % %
a) Uttryck vektorn AFE som linjarkombination av vektorerna AB och AD.

b) Uttryck sidorna AB och AD som linjirkombinationer av diagonalerna AC
—
och BD.

— — —
c) Uttryck vektorn AF'i termer av diagonalerna AC' och BD.

4 Bevisa regel 5 i proposition 1.8. Téank pa att det blir olika fall beroende tecknet
pacochd.

5 Bevisa regel 3 i proposition 1.8 i fallet da ¢ < 0. Anvidnd kompendiets bevis for
fallet ¢ > 0 som mall.

6 (*) Visa med vektoralgebra att diagonalerna i ett parallellogram skér varandra
mitt itu.

7 (*) Pa sidorna i ett godtyckligt parallellogram ritas kvadrater som alla ligger
utanfor parallellogrammet. Visa att mittpunkterna i dessa kvadrater dr horn i en
ny kvadrat.

Avsnitt 1.3

1 Lat u och v vara tva enhetsvektorer och antag att vinkeln mellan dem &r 7 /3.

a) Vadidru-v?



b) Vadir (3u—4v) - (u+5v)?
¢) Vadir ||3u + 4v||?

d) Vad idr ortogonala projektionen av u pa en linje med riktningsvektor v?

2 Lat u och v vara tva vektorer och antag att ||ul| = 2, ||v|]| =3 ochu-v = -3
Vad dr vinkeln mellan u och v?

3 Speglingen av en vektor v i en linje L &dr vektorn vg som ges av
Vg = 2vy — V.

a) Visaattv — vy = vy — Vvg.

b) Rita upp vektorerna v, vy, och vg for att se varfor vg kallas for speglingen
i linjen L.

c) Antag att u dr en riktningsvektor for linjen L. Ge en formel for v uttryckt

iuochwv.

4 Bestdm tva vektorer i rummet som spianner upp ett parallellogram vars diago-
naler inte dr ortogonala samt har lingd 3 respektive 1.

5 Bevisa att den ortogonala projektionen pa en linje L uppfyller
u,+vy=(u+v),
for alla vektorer u och v.
6 (*) Lat a och b vara tva godtyckliga vektorer.

a) Visa att a + b och a — b har samma ldngd om och endast om a och b dr
ortogonala.

b) Oversitt detta till ett geometriskt pastiende om diagonalerna i ett parallel-
logram.

7 (*) Antag att u och v ir tva vektorer som bildar vinkeln 7 /3 radianer och vars
langder uppfyller att u dr dubbelt sa lang som v. Vad ér (minsta) vinkeln mellan
vektorerna u + v och u — v?

8 (*) Tva vektorer x och y har samma ldngd. Vinkeln o mellan dessa uppfyller att
cos « = 1/3. Vi bildar tva linjarkombinationer av dessa

u = ax + by och v = cx + dy,
dér a, b, ¢ och d ar reella tal.

a) Beridkna vinkeln mellan u och v (uttryckt i a, b, ¢ och d).

b) Ge exempel pa konstanter a, b, ¢ och d sadana att alla fyra ar skilda fran
noll samt u och v ir vinkelrita.



9 (*) Beridkna med hjilp av vektoralgebra och skaldrprodukt att den spetsiga vinkeln
mellan tva rymddiagonaler i en kub. (En rymddiagonal #r den stricka som gar
fran ett horn inuti kuben till det motsatta hornet.) Observera att det finns fyra
stycken rymddiagonaler.

Avsnitt 1.4

1 Lat u och v vara tva vektorer med ||u|| = 2 och ||v|| = 3 och antag att vinkeln
mellan dem ér 7 /4.

a) Vadir ||ju x v|?

b) Vad dr arean av parallellogrammet som u och v spédnner upp?
2 Lat u och v vara tva enhetsvektorer och antag att vinkeln mellan dem &r 7 /6.

a) Vadir |ju x v||?
b) Vad ir ||3u x 4v||?
¢) Vad ir arean av parallellogrammet som u och v spinner upp?

d) Uttryck (3u —4v) x (u+ 5v) som en multipel av u x v?

3 Antag att (u, v, w) dr hogerorienterad. Ange orienteringen hos féljande trippler:

(v,u,w), (—u,v,w), (v,u,—w) och (—w,u,—v)

4 Bevisa den andra likheten i regel 2 i proposition 1.29.
S For vilka vektorer u och v 1 rummet géller det att
a) (uxv)x(uxv)=0.
b) (*)((uxv)xu)xv=0.
(Ett villkor i taget. Inte bada tillsammans.) Svaren ska motiveras!

6 (*) Lat u och v vara tva ickeparallella vektorer i planet alternativt i rummet. Lat
Py vara parallellogrammen som har u och v som diagonalvektorer och lat P,
vara parallellogrammen som har u och v som sidor (som spinns upp av dessa).
Visa att arean av P ir dubbelt sa stor som arean av P; (bade i rummet och i
planet).

Avsnitt 1.5

1 Vi har 4 punkter i rummet, P = (1,—4,-3),Q = (-2,—6,1), R = (5,1,—1)
och S = (2,-1,3).
—_— — —
a) Bestdm koordinaterna for vektorerna P(), SR och )S.
. — — — —
b) Bestim koordinaterna for vektorerna 2P() + 3SR och 3RS — ()S.

c) Motivera att de fyra punkterna dr horn i ett parallellogram.



2 Latv = (_57>

a)

Bestidm tva enhetsvektorer som ir parallella med v. (Finns det fler sadana
enhetsvektorer?)

b) Bestim tva enhetsvektorer som dr ortogonala mot v. (Finns det fler sadana
enhetsvektorer?)
¢) Bestidm en vektor w som har samma riktning som v och som har ||w|| = 2.
1
3Latv=| 4
-3
a) Bestdm tva enhetsvektorer som ir parallella med v. (Finns det fler sadana
enhetsvektorer?)
b) Bestdm tva enhetsvektorer som dr ortogonala mot v. (Finns det fler sadana
enhetsvektorer?)
¢) Bestim en vektor w som har samma riktning som v och som har ||w|| = 7.
1 2
4 Latv=| 4 |ochw=| -1
-3 0
a) Berdkna v -w.
b) Berikna ortogonala projektionen av v pa en linje L med w som rikt-
ningsvektor.
c) Berikna speglingen av vien linje L med w som riktningsvektor. Se uppgift 3
i avsnitt 1.3 for definitionen av spegling.
1 3
5 Vad éar vinkeln mellan vektorerna | 3 | och | 2 |?
2 —1
1
6 Latv = 1 ]. Bestdm en vektor w sadan att vinkeln mellan v och w ir 60
V2
grader.
7 Vi definierar tva vektorer
1 3
u=|3]| ochv=|-3],
T 2

dir x dr en parameter.

a)
b)

Bestdm alla virden pa x som gor att vektorerna &r ortogonala.

Ge en vektor som ir parallell med v och som har lidngd 1.



c) Bestdm den ortogonala projektionen av vektorn u pa linjen L med v som
riktningsvektor. (Den kommer att bero pa x.)

1 2
8§ Laitv=| 4 |ochw= | -1
-3 0
a) Berdkna v x w.
b) Berikna arean av parallellogrammet som spé@nns upp av v och w.
¢) Bestdm en enhetsvektor som dr normal till planet som spidnns upp av v och

W.

9 Visa med hjilp av vektorprodukt att vektorerna

1 2 —4
v=|4],w=|-1] ochu=]11
-3 0 —6
alla ligger 1 ett plan.
10 Lat

1 -2 3

vi=12], vo=11 ochvy = | —2

3 -2 2

vara tre vektorer. Mellan vilket par av dessa vektorer édr vinkeln storst?

2

och v = | —1 | spédnner upp ett plan genom origo.
2

Bestdm en vektor i detta plan (skild fran nollvektorn) som &r ortogonal mot v.

11 (*) Vektorerna u =

NN

Avsnitt 1.6

1 Vi har fyra linjer med foljande ekvationer pa parameterform

=2+ 5t r=—2—15¢ r=2—>5¢ r=-—3+ 10t
Lli y:—g—t LQZ y:3—|—3t LgZ y:—3+t L4I y:—2—2t
z =5+ 2t, z=—b—06t z2=05+2t z=3+4t

a) Vilka av linjerna dr parallella?

b) Vilka av linjerna ir lika?
2 Lat P, = (1,2) och P, = (5,—1) och lat L vara linjen genom dessa tva punkter.

a) Bestdm en ekvation pa normalform for L.

b) Bestdm en ekvation pa parameterform for L.



10

11
12
13

Lat L vara linjen
r=2+51
y=-3-1
Bestdm en ekvation for L pa normalform.

Lat L vara linjen 7x — 2y = 6. Bestdm en ekvation for L pa parameterform.

Bestdm en ekvation pa normalform for planet som &r parallellt med x + 3y +
4z + 7 = 0 och som innehaller punkten (2, —2, 2).

Bestdim en ekvation pa parameterform for planet x + 3y + 4z + 7 = 0.

Bestdm en ekvation pa normalform for planet genom origo som innehaller linjen
=2+t
y=2+2
z2=3+3t

Bestdm en ekvation pa normalform for planet som innehaller punkterna P, =
(1,2,3), P, =(4,5,6) och P; = (0,1, 3).

a) Bestdm en ekvation (pa parameterform) for den linje L som gar genom
punkterna (1, 3,4) och (2, —1,5).

b) Bestdm en ekvation pa normalform for ett plan som innehaller L.

Bestam avstandet fran punkten (1,2, 0) till linjen
T=2+t
y=2+2t
z2=3+3t

Berikna avstandet fran punkten P = (1,0, 3) till planet x 4+ 2y + 3z + 4 = 0.
Bestdm avstandet mellan planen 2y + 4z + 82 = 28 och 2z + y + 42 + 3 = 0.

Bestidm ortogonala projektionen av punkten (1, 1, 1) pa planet

r+2y+32+4=0.



Facit

Avsnitt 1.1 och 1.2

1oow=u-—2v.

2 a)
b)
c)

3 a
b)
c)

4

5

Farten blir 10/17 ~ 41.2 km/h och avvikelsen arctan }1 ~ 14.0 grader.

Farten blir 101/17 — 4v/2 ~ 33.7 km/h och avvikelsen arctan 221 ~
12.1 grader.

Den ska éndra riktningen arcsin 1 & 14.5 grader och far dé farten 10v/15 ~
38.7 km/h.

— — —

AFE = {AB + AD

— = = -— =2 15R

— — —

AF =3AC + iBD

6 Losning kommer

7 Losning kommer

Avsnitt 1.3
1 a)
b)
c)
d)
2 27/3

| NI

&
\]

N[

3 Speglingen av en vektor v i en linje L dr vektorn vg som ges av

a)
b)

c)

Vg = 2vy — V.

Bara att 16sa ut vg.

Om man startar v pa L sa dr spetsarna av v och vg varandras spegelbilder

1L.

v-u

Vg=2——u—v

u-u

4 Losning kommer

S Tips: anvind formeln for ortogonal projektion och rikneregler for skaldrprodukt.
Alternativt gor ett geometriskt bevis.

6 Losning kommer
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7 arccos \/g Losning kommer

8 Losning kommer

a)
ac + bd + (ad + be)

(a®+ 2ab + b?) (2 + 2cd + d?)

(3 = arccos

b) En l6sning (bland odndligt manga) &ra = b=c¢ = 1ochd = —1.
9 arccos 13 Losning kommer

Avsnitt 1.4

1 a) 3v2
b) 3v2
2 a)
b)

c)
d) 19(u xv)

= O N

3 Hogerorienterade: (v, u, —w) och (—w,u, —v). Vinsterorienterade: (v,u,w) och (—u,v,w)
4 Tips: Anvind den forsta likheten i regel 2 tillsammans med regel 1.
S5 Losning kommer

a) Alla.

b) wu och v ir parallella eller ortogonala.

6 Losning kommer

Avsnitt 1.5
-3 3 4
— —
1 a) PQ=|-2]|,SR=| 2 |ochQS=1]5
4 —14 2
3 —13
— — — —
b) 2PQ+3SR=| 2 | och3RS —QS=|—-11
—14 10

c) Tips: Kontrollera att tva par av vektorer r lika.

L (5 L (=5\
2 a) i (_7 och Vil 7 NCJ‘
7 =7 .
1 1
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—4 3
b) Tex = ( 1 | och - | 0 |. Ja, det finns odndligt minga!
1

7
C) \/_276 4
-3
4 a) v.-w=-2
2
b) VL:—g -1
0
_13
156
C) Vg = -3
3

1 _
5 arccos; = 7m/3

1 0
6 Texw= |0| ellerw= [1].Detfinns odndligt manga mojligheter.
0 0
7 a z=3
3 3
1 1
b) \/—2—2 -3 CHCI'—\/—2—2 -3
2 2
3
_ =3
C) uy = a1 -3
2
1
8 a 3|2
3
b) 3v14
1
c) — |2
V14

9 Berikna vektorprodukten for tva par av vektorer och kontrollera att dessa dr
parallella. Varfor visar detta att vektorerna ligger i ett plan?

10 Mellan v, och v3 (arccos —%).
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1
11 Tex | 22 |. Det finns odndligt manga mojligheter. Losning kommer
10

Avsnitt 1.6

1 a) Ly, Lyochly
b) L1 och L4

[\8)

a) drz+4y =11

=1+4t
b) {x +
y=2-3t

3z+5y=-13

4 T =2t
y=—-3+Tt

Srz+3y+42—-4=0

r=t+3s+ 4t
6 Texqy=—-1—3s (De tva riktningsvektorerna ska vara ortogonala mot
z=—1-t

normalvektorn.)
7 3y—22=0

82r—y+1=0

r=1+1
9 a) (y=3-—4t
z=4+1t

b) Tex —x + 1 = 0. Det finns o#ndligt manga.
10 21/35
11 V14

17
12 oIl

13 (2/7,-3/7,-8/7)



