Veckoblad 5, Linjar algebra IT, VT2010

Under den femte veckan ska vi under mandagens foreldsning ge definitionen av de-
terminant for godtyckliga kvadratiska matriser och ocksa visa att man kan anvinda
elementira radoperationer for att beridkna determinanten. Vi kommer ocksa kort att
prata om konstruktionen av determinant. Dérefter kommer vi att tala om begreppen
linjart oberoende och baser och speciellt kommer vi att titta pa baser for R och se hur
koordinaterna i olika baser ar relaterade. Pa torsdagen kommer vi att se hur man kan
anvinda olika baser i samband med linjdra avbildningar och sedan titta pa ON-baser
och de nira relaterade ON-matriserna. Till slut ska vi ocksa ta en forsta titt pa begrep-
pen egenvirden och egenvektorer genom att vi gar igenom definitionen och tittar pa
nagra enkla exempel.

De viktigaste teoretiska begreppen och resultaten under veckan ir foljande:

e Definitionen av determinant av en kvadratisk matris.
e Hur elementira radoperationer @ndrar determinanten.

e Att determinanten av en trianguldr matris dr produkten av elementen pa diago-
nalen.

e Begreppet linjirt (o)beroende vektorer.

e En mingd vektorer &r linjirt beroende om och endast om nagon av dem kan
skrivas som linjarkombination av de andra.

e Begreppet bas for en mingd vektorer.

e En mingd av vektorer i R" dr en bas for R” om och endast om de dr n stycken
och linjért oberoende.

e Relationen mellan koordinaterna i olika baser for R".

e Matrisen for en linjdr avbildning relativt godtyckliga baser.

e Relationen mellan matriserna for en linjdr avbildning relativt olika baser.
e Begreppet ON-bas.

e De relaterade begreppen isometrisk avbildning och ON-matris.

e Inversen av en ON-matris dr dess transponat.

e Begreppen egenvirde och egenvektor



Viktiga typer av problem som vi kommer att 6va pa och som du ska kunna 16sa med
stod av teorin dr foljande:

e Berikna determinanten med hjilp av elementédra radoperationer.

e Berikna determinanten med hjilp av rdknereglerna for determinant.
e Avgora om en méngd vektorer dr linjdrt oberoende.

e Avgodra om en médngd vektorer utgor en bas.

e Utvidga en médngd vektorer till en bas.

e Bestimma koordinaterna for en vektor i en godtycklig bas.

e Bestimma matrisen for en linjir avbildning m a p en godtycklig bas.

e Berikna matrisen for en linjdr avbildning i standardbasen via dess matris i en
annan bas.

e Avgodra om en médngd dr en ON-bas.
e Utvidga en médngd av ortonormala vektorer till en ON-bas.

e Bestimma egenvirden och egenvektorer geometriskt for matriser som svarar
mot linjdra avbildningar med enkel geometrisk tolkning.

e Bestimma egenvirden och egenvektorer for potenser av en matris for vilken
egenvirden och egenvektorer dr kinda.

Ovningsuppgifter

1.°() Antag att det X = 7 for

Ty T2 I3
X=\|lwv ¥ ys
21 R2 =3

Berikna determinanten av foljande matriser

Ty T2 I3

a) | 2y1 2y2 2y
21 Z9 zZ3

Yy Y2 Y3
b) r1 T2 I3
21 R2 %3
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) |2z +y1 2x2+y2 223+ Y3
z1 zZ9 z3
r1 T2 I3
d) 0O 0 O
21 R2 23
T1 Y 21
e) | T2 Y2 2
T3 Yz <3
200 — 21 2Y2 — 22 2y3 — 23
f) 21 22 zZ3
—T —X2 —Z3

2.°() Berikna determinanten av foljande matriser.

1 -4 5 6
|2 28
Y1 -1 0 93
3 -2 7 1
1 2 5 7
2 -5 4 -3
Dl 12 6 2
1 -4 26 0

3. (L*) Lat x vara ett godtyckligt reellt tal. Vi definierar A som den n X n-matris som
har elementen a;; = (z 4+ i+ j — 2)2.

a) Visa att det(A) = —8 om n = 3 oavsett vad x ir.

b) Visa att det(A) = 0 om n > 4 oavsett vad x &r.

4.°(L) Ar de tre vektorerna

1 2 -1
21, 12] och | -1
2 5) 2

linjért oberoende? Utgor de en bas for R3? Motivering kriivs.

5.°(L) Ar de tre vektorerna

1 2 1
21, 12] och |4
2 5 1

linjirt oberoende? Utgér de en bas for R3? Motivering kriivs.



6.°(L) Bestdm alla virden pa a for vilka de tre vektorerna

2 1 1
vi=|—-1],va=|a] ochvy=|—4
a 2 1

ar linjdrt beroende.

7.°() Lat

1 1
Vi = 2 och Vo = 4
2 1

a) Bestdm en vektor vy sadan att v3 inte dr en linjirkombination av v; och vs.
b) Bestim en vektor v, sddan att (vy, Vo, v4) utgdr en bas for R3,

Motiveringar krévs.

8.°() Vi har baserna £ = (eq, e3) (standardbasen), F' = (f1,f;) och G = (g1, g») for

R? dir
1 3 —1 1
f1—(3),f2—<1>;g1—<2> OChgz—(l)-

a) Motivera att ' och G ir baser for R?.

b) Berikna x och x for vektorn med x = xp = (%)
¢) Berikna x5 och x¢ for vektorn med xp = (2).
d) Berikna xp och x for vektorn med x¢ = (2).

9.°(L) En vektor x har koordinaterna (1, 1, 1) i standardbasen. Bestim dess koordinater
i den hogerorienterade ON-basen (fi, f5, f5) ddr

1 2
f1:— -1 ,fQZ— 2 OChf3:f1><f2
S \1

(uttryckt i standardbasen). Kontrollera ocksa att du fatt rétt svar (kontrollen ska re-
dovisas och motiveras).

’Avsnitt 7.3och 7.4\
10.°(L) Visa att
2/7 3/7 6/7
Vi = 3/7 , Vg = —6/7 , V3= 2/7
6/7 2/7 -3/7

utgdr en ON-bas for R?.



11.°() Lat

F:@@:(;EJ.

Lat g vara ortogonal projektion pa linjen som har f; som riktningsvektor.
a) Bestdm matrisen for ¢ med avseende pa basen F'.

b) Bestim matrisen for ¢ med avseende pa standardbasen.

12.°(L) Vi definierar tre ortogonala vektorer

1 15 3
Vi = 3 , Vg — 7 och V3 = -3
3 —12 2

Sitt f; = vy, f, = = vyochfz3 = Lvgsdatt F' = {f), £y, f3} ir en ON-bas.

[v1] [val [vs]

a) Bestdm matrisen i basen F' for den linjédra avbildning som ges av en rotation 7 /4
radianer kring linjen genom origo som &r parallell med f5. Riktningen dr sadan
att f; roteras halvvigs bort till riktningen for f5.

b) En vektor har koordinaterna (1 2 3)* i basen V' = {v1, vy, v3}. Vad har den for
koordinater 1 standardbasen?

13.°(L) Betrakta ON-basen F' = (f; f;, f3), didr

2/7 3/7 6/7
f1 - 3/7 y f2: —6/7 5 f3: 2/7
6/7 2/7 —3/7

Lat L vara den linjdra avbildning som ges av ortogonal projektion pa planet genom
origo som spénns upp av f; och f;.

a) Bestdm matrisen for L i basen F'.

b) Bestdm matrisen for L i standardbasen.

14.°(L) Bestim matrisen (i standardbasen) for den linjéira avbildningen i R? som svarar
mot spegling 1 planet x + y + 2z = 0.
15.°(L)

a) Berikna vinkeln mellan

V2 0

vy = 1 ochvo =11
1 0

Ange om det dr mojligt vinkeln exakt i radianer eller grader.

b) Bestim en vektor v3 sadan att den tillsammans med v, utgér en ON-bas for
planet som spéanns upp av vy och vs.

¢) Bestiim en vektor v, sddan att (vo, v3, v,) utgdér en ON-bas for R3.



16.°() Lat A vara en inverterbar 2 x 2-matris med egenvirdet \; = 2 med egenvektor
v, = (%) och egenvirdet Ay = —1 med egenvecktor v, = (‘11)

a) Ange tva (ickeparallella) enhetsvektorer som &r egenvektorer till A.
b) Bestim egenvirden och egenvektorer till A%
¢) Bestidm egenvirden och egenvektorer till A°.
d) Bestidm egenvirden och egenvektorer till AL,
17.°(L) Lat S vara den matris som svarar mot den linjdra avbildning i rummet som ges

av ortogonal projektion pa planet z = 0. Ge alla egenvirden och egenvektorer till S.
Ditt svar ska motiveras.

18.°(L) Lat S vara den matris som svarar mot den linjédra avbildning i rummet som ges
av spegling i planet z = (. Ge alla egenvirden och egenvektorer till S. Ditt svar ska
motiveras.

19.°(L) Lat A vara matrisen for den linjira avbildning i R? som &r ortogonal projektion
pa det plan genom origo som spanns upp av vektorerna v; och vs.

a) Vad har A for egenvirden?
b) Ge tre linjért oberoende egenvektorer till A.
Svaren ska motiveras.

20.°(L*) Vi sdger att n x n-matrisen A &dr konjugerad med n x n-matrisen B om och
endast om det finns en inverterbar matris P sadan att

A=PBP
Detta ger en relation pa méangden av alla n x n-matriser.

a) Visa att relationen ‘konjugerad med’ dr en ekvivalensrelation pa miangden av alla
n X m-matriser.

b) Visa att tva matriser som &r konjugerade med varandra har samma egenvirden.

21.°(L) Lat F vara ON-basen som bestar av vektorerna

1 2 —2 1 1
Vi = — 2 ,ngg 1 OChV3:— —2
1 2 2

Lat f vara den linjdra avbildningen i rummet som bestar av ortogonal projektion pa
planet genom origo som spinns upp av v; och vs. Beteckna matrisen for f (i standard-
basen) med A.

a) Bestdm matrisen A:s samtliga egenvirden och egenvektorer.

b) Bestam matrisen A, d vs matrisen for f i standardbasen.



Facit

a) 14

b) —7

f) —14

a) 38
b) 0

4. Jade dr linjart oberoende, kolla t ex att determinanten av en viss matris dr nollskild.
Eftersom det #r 3 linjért oberoende vektorer i R? sd utgér de en bas for R3.

S. Nej de ir linjéart beroende, kolla tex att determinanten av en viss matris dr noll.
Dirmed ir de inte en bas for R3.

6. —5och3.
7.

a) Man kan ta vilken vektor v; som helst som ir sadan att v; + bvy = v3 saknar
16sning. (Om du tar en vektor pa “mafa” dr chansen stor att sa &r fallet.) Ett helt
sdkert alternativ 4r vs = v X vy som ju dr ortogonal mot bade v, och vs.

b) Man kan ta v, = v3, eftersom v; och v, inte &r parallella och v inte linjirkom-
bination av dessa sa (v1, Vo, v3) dr linjirt oberoende och ddrmed en bas for R3.

a) De tva paren av vektorer ér inte parallella och ddrmed linjért oberoende och
utgdr dirfor baser for R2.

b) xp = ( >octh: (%)
3
2
C) Xg = (191> och xg = <_3_1§>
3
5
d) xg = ( ) och xp = (_21)
2

00|00 |~

EN



0
5

1
3 \v2

10. Kolla att de alla &r parvis ortogonala och har langd 1.

9. Xp =

11.

Ry
S
=Sl |-
—_— O O

14+30+9 40
b) |3+14-9| = 8
3—2446 —15

13.

1
a) AF: 0
0

S = O
o O O

13 —-12 18
—-12 45 6
18 6 40

1
A=—
b) 49

1 2 -1 -2
14. A= 3 -1 2 =2
-2 =2 -1

15.

a) a = m/3 radianer

(V2
b)) vi=+—1 0
AE NEAR

L
Vil_vz

C) V4 = Vo X Vg =



16.

b) 4 med v; och 1 med v,

¢) 32 med v; och —1 med v,

d) % med v; och —1 med vo

17. Alla vektorer som dr normaler till planet, d vs vektorer pa formen (0 0 z)* dr
egenvektorer med egenvirdet 0. Alla vektorer som dr parallella med planet, d vs vek-
torer pa formen (z y 0)" dr egenvektorer med egenvirdet 1.

18. Alla vektorer som &r parallella med planet d v s vektorer pa formen (:z: Y O)t
kommer att vara oforidndrade sa de kommer alltsa att vara egenvektorer med egenvirdet
1. Alla vektorer som &r normaler till planet, d v s vektorer pa formen (O 0 z)t, har
spegelbild den vektor som ir lika lang och pekar i precis motsatt riktning. Dessa kom-
mer darfor att vara egenvektorer med egenvirdet —1.

19. Alla vektorer i planet har egenvirdet 1 och alla vektorer vinkelrdta mot planet
har egenvirdet 0.

21.

a) Alla vektorer i planet, d v s alla linjirkombinationer av vy och v, dr egenvektor-
er med egenvirdet 1. Vektorer som &r ortogonala mot planet, d v s multiplar av
vs, dr egenvektorer med egenvirdet 0.



