MATEMATIK

Chalmers Tekniska Hogskola

Tentamen i Linjar algebra IT, TMV206, 2011-03-17.
Lo6sningar

1. Definitionen av skalarprodukt ger att om « &r den sékta vinkeln sa &r

u-v 3

lall vl vi7v19°

COS (¥ =

Alltsa ar

-3
Qv = arccos | ——=
(\/ 323)

och eftersom argumentet ar negativt sa ar vinkeln trubbig.

2. Lat S vara matrisen for speglingen och R vara matrisen fér rotationen. Da
géller att den sokta matrisen ges av produkten RS. For speglingen giller
att e, — —e, och e, — —e, sa bassatsen ger att

0 -1
s=(° )
Matrisen for rotationen blir
o cosm/4 —sinm/4) _ 1 (1 -1
- \sinw/4 cosw/4 ) S\l 1)°
Svaret blir alltsa
1 /1 -1 0 -1 1 1 -1
ms= (07 (G ) =m0 D)
3. Vi beridknar determinanten (med hjélp av Sarrus regel) for matrisen M (a)

som har de tre vektorerna som kolumner. Denna ar 0 om och endast om
vektorerna ar linjirt beroende. Vi far att

3 =3 0
2 a —1|=9-6a—3a*=—3(a*+2a—3).
1 —a 1—a
Vi léser ekvationen a? + 2a — 3 = 0 och far 16sningarna a = —3 och a = 1

vilket alltsa &r precis de tva virden da vektorerna &r linjirt beroende.

For att bestimma de efterfragade linjarkombinationerna sa loser vi de ho-
mogena ekvationsstystemen

M)y ] =avi+yva+2vs3 =0
z



4.

for a = —3 och a = 1. Givet en icke-trivial sadan 16sning kan vi ju 16sa ut
en av vektorerna som linjirkombination av de andra For a = —3 far vi
3 -3 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
2 3 -1]l+—=|2 3 -1]+= (0 -1 -1]<+<= |0 1 1
1 3 4 1 3 4 0 4 4 0 0 0
Den allménna l6sningen dr z = ¢, y = —t och x = —t. Om vi sétter t = —1
far vi att

O0=2vi+yve+2vV3 =V +Vy— V3 S& V3 =V + Vo.

For a =1 far vi

3 =3 0 1 -1 0 1 -1 0
21 -1]l+=12 1 -1]l«<=10 3 -1
1 -1 0 1 -1 0 0 0 0

Den allménna 16sningen ér z = ¢, y = t/3 och x = t/3. Om vi siitter t = 3
far vi att

O0=a2vi+yva+ 2vy=vy+ Ve +3vy sa vy = —vy — 3vgs.

(a) Vi loser den karakteristiska ekvationen och far

0 =det(A—\)= ‘3__; 2__1A’ =N =B +d=AN-1)(A—4).

Vi har alltsa egenvirdena Ay = 1 och \y = 4.

Egenvektorer for Ay = 1 ar 16sningar till homogena systemet med
matris

2 -1 2 -1 . (1
A—-\I = (_2 1><:> (O O) sa Vl—t(Q).

Egenvektorer for Ao = 4 &r l6sningar till homogena systemet med
matris

1 -1 1 -1\ . (1
o= () = () (1),
(b) Vi har en diagonalisering av A som ser ut som

_ . 1 1 10
A=PDP' dir P:(V1 V2)2(2 _1) och D:(O 4).

Det ger att

w prmp1 (1 1Y (1" 0\ 1 (-1 -1
AT =pPDrP _<2—1 0 4) “3\-2 1

(1 N1/ o1 1 /142.40 14
“\2 —4r)3\2 —1) T 3\201—47) 2+447)°



3.

6.

7.

(a) Vi viljer tva vektorer P_Cj och PR i planet och en normal n till planet
ges av vektorprodukten av dessa

1 4 21
— — — —
PQ=|-3|,PR=|1 si n=PQx PR=|—6

-3 —6 13

Det betyder att ekvationen for planet &r pa formen 21z — 6y + 132 +
D = 0 och vi bestdmmer D genom att sitta in @) i formeln och far
D = —42 — 52 = —94 sa ekvationen ar 21x — 6y + 13z — 94 = 0.
Kontroll med inséttning av de tre punkterna ger att det stimmer.

(b) I avsnitt 1.6.3 i boken hérleds formeln for avstandet fran punkten
(z,y, 2) till planet Az + By + Cz+ D =0 till
|Ax + By + Cz + D|

vilket i detta fallet ger att avstandet ar

|—94] ey 94

V212 + (=62 + 122 V621 3v69

Detta ar ekvivalent med att ta langden av ortogonala projektionen av
—
OS pa normalen for nagon punkt S i planet.

For att fa fram den stationéra fordelningen loser vi ekvationssystemet (M'—
Ix = 0. Vi multiplicerar systemet med 12 for att fa heltal och far

~10 3 5 5 -8 6
M -I)=|5 -8 6 |=|-10 3 5
5 5 —11 5 5 —11

5 -8 6 5 -8 6

=0 -13 17 | =0 —-13 17

0 13 -17 0 0 0

Det ger att z = 13t, y = 17t och © = 58t/5. Vi ska ha x + y + 2z = 1 vilket

ger
1=t¢ @ + 8_5 + @ =1 %
~\5 5 5) 5
sa t = 5/208 vilket ger att den stationéra fordelningen &r
(£ 8 s5)
208 208 208/ °
(a) Vi ska visa att f(x+y) = f(x) + f(y) och f(kx) = kf(x) for alla
x,y € R? och k € R.
Observera att per definition ar f(x+y) den unika vektor som ligger i 7
och for vilken f(x+y)— (x+y) = cv for nagot ¢ € R. Men eftersom
f(x) och f(y) ligger i 7 sa ligger ocksa f(x) + f(y) i 7. Dessutom
galler att
f(x) =x=cv och f(y) =y =¢yv,



sa om vi summerar dessa likheter far vi att

(FE)+f(y) = (x+y) = (e +¢)v.

Alltsa uppfyller f(x)+ f(y) definitionen for f(x +y) och alltsa &r de
lika.

For den andra likheten observerar vi pa liknande sétt forst att f(kx)
dr den unika vektor som ligger i m och for vilken f(kx)— (kx) = cv
for nagot ¢ € R. Men eftersom f(x) ligger i 7 s& ligger ocksa kf(x) i
7. Dessutom ger

f(x) —x=c,v att (kf(x)) — (kx) = (kcg)v.

Alltsa uppfyller kf(x) definitionen f6r f(kx) och alltsa &r de lika.
Dérmed har vi visat att f ar linjér.

For en vektor x i planet giller att f(x) = x sa dessa dr egenvektor-
er med egenvirdet 1. For en vektor y = kv parallell med v géller
att f(y) = 0 = 0y, ty 0 —y = —kv. Dessa ér alltsa egenvektorer
med egenviirdet 0. Vi har nu hittat en bas av egenvektorer for R och
ddrmed finns det inga fler.

Vi bestammer matrisen med hjilp av bassatsen. Uppenbarligen dr det
s att f(e,) = e, och f(e,) = e,. For e, vet viatt f(e.) = (z y O)t
for nagot par (z,y) och

8

0
fle,)—e.=1y|—-|(0] =k
0 1

o o

Tredje koordinaten ger att k = —1/¢, s& * = —a/c och y = —b/c.
Alltsa ges matrisen av

o = O
|
alon e

1
(fles) fle,) flen)) = 8



