MATEMATIK

Chalmers Tekniska Hogskola

Tentamen i Linjar algebra IT, TMV206, 2013-01-14.
Losningar

1. (a) Grannmatrisen &r
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(b) Antalet vigar fran nod 1 till nod 3 ges av element (1, 3) i M* = (M?)2.
Vi beriknar forst M? och sedan element (1,3) i M*. Det blir
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och sedan blir element (1,3) i M* lika med 3.

2. (a) Arean av parallellogrammen ges per definition av ||u x v|| och vi har

1-10 -9 -1
uxv=120-2] =181 =9 2
4—-4 0 0

arean blir

ux v| =9v/(—=1)% + 22 + 02 = 9V/5.

(b) Volymen av parallellepipeden ges av absolutbeloppet av matrisen som
har u, v och w som kolumner. Vi far alltsa att volymen ar absolutbe-

loppet av
2 4 3 1 21 1 2 1 1 2 1
1 2 1=-12 4 3/=—10 0 1|=|0 =9 =-3|=-9.
5 1 2 5 1 2 0 -9 -3 0 0 1

Volymen &r 9.

3. Man kan se det som en sammanséttning av tre affina avbildningar. Forst en
translation med (_32) som flyttar P till origo, sedan rotation 7/6 radianer
moturs kring origo och slutligen translation med (33). Rotationen kring

origo ar en linjar avbildning och matrisen fér denna ar

r= (Gt ) =3 (% %)

Den sokta affina avbildningen ges alltsa av

o0 =+ () (%) = mee 5 (9 5) (7)) ()

me (022 (3) - me (1)



4.

5.

6.

Vi far alltsa

() el ()

(a) De ar ortogonala om och endast om skaldrprodukten &r noll. Vi far

2 2
u-v=|[1]-|-1]=4—-14+3z=3x+3,
x 3
sa de dr ortogonala om och endast x = —1.
(b) Vi far en skt vektor e genom att multiplicera v med inversen av dess
langd, dvs
1 1 21
e = —V = —— —
MY v

(c) Den ortogonala projektionen uy, ges av

2
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u-v 3xr+ 3
= VvV =
IvI® 14

ur

Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och far

1 =2 b 0 1 =2 b 0
0 a+b -1 2 — |0 a+b -1 2
3 —6 b+2 a+6 0 0 —-20+2 a+6

Fran detta ser vi att vi far en fri kolumn om och endast om a +b = 0
eller —2b + 2 = 0. Det forsta fallet ger a = —b och det andra b = 1 och a
godtycklig.

Om b = 1 sa blir sista ekvationen 0 = a + 6. Da maste a = —6 for att
vi ska kunna ha nagon l6sning. Detta fallet ger 16sningar eftersom det inte
blir nagra problem med de tva forsta ekvationerna. Vi far odndligt manga
16sningar med en fri parameter.

Om a = —b, sa far vi
1 2 3 0
—1 2 — [0 0 -1 2
0 0 0 10—5b.
Denna har (oéndligt manga) lésningar om och endast om 10 —5b =0, dvs
b=2.
Svaret dr alltsa: (—6,1) och (—2,2).

(a) Den tredje basvektorn f3 ska vara ortogonal mot f; och f; s& alltséa
ortogonal mot planet. Alltsa &r f3 en enhetsvektor som &r parallell



med en normal n. Normalen kan vi ldsa ut direkt {ran ekvationen och
vi far

Vi kan vilja f; som vilken enhetsvektor som helst som dr ortogonal
mot f5 och sedan kommer f5 x f; att vara ortogonal mot dessa och ha
langd 1 per definition av vektorprodukt. Dessutom kommer trippeln

(f37f17f3 X fl)

att vara hogerorienterad. Tva platsbyten ger (fi, f3 x fi,f3) sa dven
denna trippel &r hogerorienterad. Alltsa ska vi vilja fo = f5 x fj.

Vi far tex

1 ~15 -3
1 1 1
fi=—— (3] och fh=—o | 5 | =—

1
V10 \ g V350 \ 1o Vid |\ o

Vi observerar att x dr en normal till IT och alltsa multipel av f3. Mer
exakt ar (eftersom f3 &r en enhetsvektor)

x = ||x|| f5 = V/35f;

sa koordinaterna, xp, for x i basen F' 4r (oberoende av valet av f; och
£5)
0
Xp = 0

V35

Den ér reflexiv eftersom om vi véiljer P att vara identitetsmatrisen sa
ir A = PAP™! och dirmed ar A konjugerad med sig sjilv. Den &r
symmetrisk eftersom om A = PBP~! s ar ju B = P7'AP sia om
A dr konjugerad med B sa dr B konjugerad med A. Den &r transitiv
eftersom om A = PLBP; ! och B = P,OP; ", sa ér

A= PBP ' =P POP,'P[' = (PP)C(PP)".

Med andra ord om A &r konjugerad med B och B ér konjugerad med C'
sa ar A konjugerad med C' vilket precis &r villkoret for transitiviteten.

Eftersom den ar reflexiv, symmetrisk och transitiv sa ar den per defi-
nition en ekvivalensrelation.

Antag att A och B &r konjugerade och att A &r ett egenvéirde till A.
Det racker att visa att da dr A\ ett egenvirde ocksa till B, ty da ar
alla egenvéirden till A egenvirden till B och omvéndningen f6ljer av
symmetrin.

Vi antar alltsa att Av = Av for nadgon vektor v # 0 och A = PBP™!
for en inverterbar matris P. Da far vi att

B(P™'v) = (P 'AP)P 'v =P 'Av =P 'Av =Py,

sd A ar alltsa ett egenvirde till B med egenvektorn P~1v # 0.



