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Losningar

1.

(b)

P=(2,-1,1) och Q = (3,1,2)

En riktningsvektor ges av

3—2 1
v=|1-(-1)]|=12],
2—-1 1
sa
r=2+t
y=—1+2t
z=1+1

ar en ekvation for linjen.

Det finns odndligt manga plan som innehaller linjen och om vi tar ett
plan med ekvationen Az 4+ By + Cz 4+ D = 0 sa ligger linjen pa detta
om och endast om

0=A2+t)+B(-1+2t)+C(1+t)+ D
=(A-B+C+D)+(A+2B+C)t

for alla ¢t. Detta ar ekvivalent med att

A+2B+C=0
2A-B+C+D=0

Detta ar ekvivalent med (vi subtraherar tva génger den forsta ekva-
tionen fran den andra)

A+2B+C=0
—5B—-C+D=0

vilket har l6sningarna B=s, C =t, D =5s+toch A= —2s —t dar
s och t &r fria parametrar. Ett exempel far vi om vi sétter s = 0 och
t=—1:

r—z—1=0.

Ett alternativt siatt att 16sa den ar att bestimma en normal n =
(A B C)t, genom att ta n = v x w dir w ar vilken vektor som
helst, och sedan bestdmma konstanten D genom att sédtta in nagon av
de givna punkterna i ekvationen.

2. Den karakteristiska ekvationen ges av

-7—-X —6

0:’ 9 8-\

‘:A?—A—2:Q+JNA—®,

sa egenvardena dr de tva nollstidllena —1 och 2.



Satter man in A = —1 sa far man ekvationen —6x — 6y = 0, vilket ger

egenvektorerna c - (_11) .

Satter man in A = 2 sa far man ekvationen —9x — 6y = 0, vilket ger

_2> (med lamplig normering for att fa heltal).

egenvektorerna c - < 3

. Lat V vara matrisen som har vektorerna vy, vy och v som kolumner. Dessa
utgor en bas om och endast de &r linjirt oberoende vilket i sin tur ar ekviva-
lent med att Vx = b har unik 16sning for nagot (eller ekvivalent for alla) b.
Vi 16ser bada deluppgifterna pa en gang genom att 16sa ekvationssystemet

Vx =w.

Om detta har unik 16sning sa utgdr vektorerna i V' en bas och per definition
kommer x = wy, att vara koordinaterna for w i basen V.

Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och far

2 4 -1 7 1 -3 7 -4
3 -1 5 8 |+—=|-3 -1 5 38
1 -3 7 -4 2 4 -1 7

1 -3 7 -4 1 -3 7 —4

«— {0 —10 26 —4]+«—> [0 —10 26 —4

0 10 —15 15 0 0 11 11

Det ger en unik 16sning (inga fria kolumner) och denna utgér koordinaterna
for w i basen V. Vi l6ser ut variablerna successivt och far 3 = 1, —10x, =
—4—-26=—-30saxy=30chzy=-4—T7+3-3 = —2. Koordinaterna ar
alltsa

wy=x=| 3
1

. Vi har att cos /4 = 1/1/2 si enligt definitionen av skalirprodukt sa har vi

1 VW VW 3 VW
V2 vl w3 wl] V2 o llwll

Man kan ansétta en godtycklig vektor w = (w1 Wo wg) och sitta in i
ekvationen. Det finns odndligt manga l6sningar och man kan tex vilja att
siatta w3 = 0 och far da ekvationen

w} 4+ wi — 16w wy = 0 <= (w; —8wy)? = (V63wsy)? <= w; = (8+V63)wy,
sa att en mojlig 16sning ar

8+ 63
1

0

W =

Ett annat alternativ ar att forst bestdmma en vektor x som dr ortogonal
mot v och som har samma lidngd. En vektor med den sokta egenskapen ar



da w = v + x (eftersom w blir diagonalen i kvadraten som spénns upp av
v och x). Man kan tex ta

1 2 1 2+3/V2
X = 5 —1] sdatt w=|2] + 5 —1|=12-3/V2
V2 0 1 V2 0 1

Ytterligare en mojlighet ar att bestdmma matrisen A for en linjar avbildning
som roterar kring en axel som &r ortogonal mot v. Svaret blir da tex w =

Av.

. Om P ar matrisen for projektionen och R dr matrisen for rotationen sa ar
den sOkta matrisen A = PR.

For projektionen ar e, och e, oférdndrade och e, avbildas pa nollvektorn
s&

100
P=10 00
0 01
For rotationen ar e, ofordndrad och rotationen ar i positiv led om man

betraktar yz-planet, dvs da x = 0. Formeln fér matrisen fér en rotation
tillsammans med bassatsen ger da att

1 0 0 1 0 0
R=|0 cosm/4 —sinw/4| =[0 1/v/2 —1/V2
0 sinm/4 cosw/4 0 1/vV2 1/V2

Darmed ar den sokta matrisen

1 0 0
A=PR=|(0 0 0
0 1/vV2 1/V2

(a) Var startfordelning r xj = (1/3 1/3 1/3) och vi far fordelningen
x4 efter tva steg genom

xy =x,M? = (13/30 7/30 1/3) M = (121/300 73/300 53/150),

sa sannolikheten att vara i nod b &dr 73/300.

(b) Den stationidra fordelningen x uppfyller x* = x'M vilket ar ekviva-
lent med M'x = x som i sin tur &r ekvivalent med (M* — I)x = 0.
Gausselimination ger

1 -7 6 4 2 -9 4
M —T = M 2 -9 4 |+—|-7 6 4
5 3 =8 5 3 -8
2 -9 4 2 -9 4
«—— | =14 12 8 +~—— |0 =51 36
10 6 —16 0 51 —-36
2 -9 4

«~—— |0 —17 12
0O 0 0



Den allménna 16sningen &r z = ¢, y = 12t/17 och = 20¢/17. Sum-
man av elementen ska vara 1 sa vi ska vélja ¢ = 17/49 och den sokta
stationdra fordelningen dr x' = (20/49 12/49 17/49).

(a) Villkoren att de tre punkterna ligger pa kurvan ar a+bx; +cx? = y; for
1 = 1,2,3. Detta &r tre linjara ekvationer med a, b och ¢ som obekanta
och pa matrisform blir det

Au=y, dar A=

1 = JJ% 1 a
1 2o 22|,y=|y2| och u=|b
1 x5 a3 Ys

(b) Ekvationssystemet har unik 16sning om och endast om det(A) # 0
sa vi berdknar det(A) och visar att den aldrig blir 0. Vi anvénder
elementira radoperationer som kommer att ge oss en fin faktorisering
automatiskt (som inte Sarrus regel ger i det hér fallet).

det(A)

T T 1 T a3
Ty 23 =10 @9 —11 23— 23
r3 z3| |0 x3—x; 23— a3
1z, a2
(ZEQ —1’1)<ZL‘3—ZE1) 0 1 To + X1
0 1 T3+ 1
1 x 23
= ($2 —1'1)(ZE3—$1) 0 1 To + X1
0 O T3 — X9

= (29 — 21)(z3 — 21) (23 — 22).

Denna produkt ar skild fran noll eftersom alla z-koordinaterna &r olika.
Dérmed har ekvationssystemet alltid unik 16sning och darmed finns det
unik andragradskurva genom de tre punkterna.



