Losn.. Tentamen i Linjar Algebra, TMV206.

2013-03-14, 14.00-18.00.

For godként kriavs minst 23 podng (bonus inrdknade). Betyg 3: 23-32 p., 4: 33-42 p., 5: 43-58 p..

1. Svar: Linjirt oberoende.

Motivering: Det ir tre vektorer in R? och de ir linjért oberoende om och endast om de bildar
en matrix A med det(A) # 0. I det hér fallet dr

det A = det =3#0.

N O =
W = N
N = O

2. Svar: Skirningpunkten (1,0,0), vinkeln § = 60° = Z.

Linjen L; resp. Lo har riktningsvektor (skriven som radvektor hér)
ri=[1,22—-[1,1,1=1[0,1,1], ro=][2,0,1—[0,0, —1] =[2,0,2]
och ddarmed parametrisk form
[z,y,2] = [1,1,1] + 5[0, 1, 1], [x,y,z] =[0,0,—1] + ¢[2,0,2].
Skérningspunkten bestams ekv. systemet

[1,1,1] + [0, 1, 1] = [0,0, —1] + ¢[2,0,2].

. s .
dvs systemet med variablerna [ } och totalmatrisen 7'

t
0 2 0 1 -1 0 -2 -1
s{1| —-t|0l=10|—|1|=|-1|, T=1|1 0 -1
1 2 -1 1 -2 1 -2 =2
Detta har en entydig 16sning s = —1,t = %, och den motsvarande skdrningspunkten &r

(x,y,2) = (1,0,0). Vinkeln 6 mellan den tva linjerna bestims av inreprodukten av rikt-
ningsvektorerna ovan:
rq - Ty 1,9:600:2

cosf = ——— =
[ro[flr2f] 2

w

3. Svar: Y8, () = (%, %, 2).

2 b
Normalen till planet = + y + 2z = 5 dr [1, 1, 2]* och avstandet &r

2-5 3 V6

V2412422 6 2
Normallinjen som passerar P har en ekvation (skriven som radvektorer) [z, y, z] = [0,0, 1] +
s[1,1,2] = [s,s,1 + 2s], och @ #r skidrningspunkten mellan normallinjen och planet, dvs den

skall uppfylla

1 1 1
s+s+2(14+2s)=5, s 5 Q (2,2, )



4. Lsn. En normaliserad normalvektor till planet dr n = \/Lg [1 1 2]*. Matrisen for speglingen
ar
1 2 -1 =2
A:I—ant:§ -1 2 =2
-2 =2 -1
och matrisen for speglingen relativt normallinjen &r precist den negativa —(/ — 2nn') = —A.

(Alternativt kan man anvinda formelerna v — v — 2(v - n)n, v — 2(v - n)n — v for speglin-
garna.)

0 2
Lsn. Bestidm koordinaterna for f(g;) och f(g2) m.a.p. basen G.

5. Svar: Ag = [2 1]

f(g1) =2g1 =2g1+0g =G [g] , f(g) =agi+ g =Ge, c=G'f(g)= B] '

Matrisen A bildas av de tva koordinatvektorerna.

S| 1
6. (@Svar:r=[~,--- -]
Lsn. Vifarry = ry = --- = r, eftersom alla noder ir likviardiga. Dadrr; =1y = -+ =1, =
< ty deras summan ér 1.
| 2 2 1
(b) Svar:r =[5, 55 55 )

Lsn 1. Beteckna ¢ = ry, dvs sannolikheten till den forsta noden i en stationdr fordelning.
Saledes dr r,, = r; = ¢, eftersom grafen dr symmetrisk i noderna 1 och n. Dessutom har den
andra noden doubla chanser att resa sig dn den forsta noden sa dr ro = 2r; = 2¢, savil som

rg=---=ry_; = 2¢. Men summan av de ir 1, dvs ¢+ (n—2)2¢+q = 1, ¢ = 5=, nimligen
1 2 2 1
r= [2n—2’ 2n—27" " 2n—2’ 2n—2]'

Lsn 2. Vi anvinder den allmdnna satsen (Sats 9.35) i textboken. Den totala antalet kanter 4r
2(n —1). Den 1:a och den n:te noden har en kant ansluten sig och den andra till den (n — 1):te
har tva. Da blirr = ﬁ[l, 2,2, 1.

(). Svarr=1[; 2 1 1]

Vi kan resonera som ovan. Sidg sannolikheten r; = ¢ i fordelningsvektoren r. Da har den 3:e
och 4:e noderna dubbla chanser, dvs, r3 = r4, = 2¢, medan den andra tre ganger mer, r, = 3q.
Hela summan dr 1 = g+ 3¢+ 2q + 2q, och ¢ = % och sa bestammer vi vektorn r. Vi kan ocksa
anviinda den allméinna satsen: Hir ir totala antalet kanter 8, och sé drr = £[1, 3,2, 2]

(Alternativt kan vi berikna 6vergangsmatriserna for grafterna (a)-(b)-(c) och 16s ekv.sys. r =
rM. Men det dr mycket berdkningar.)

1~k —27'(1— k)
7. Svar: A™' = s [k 1 =27Y(1+4 k)|, och X\ = 2 iir ett egenviirde med egenvektor
0 0 271+

c[l+k, 1—k 1+k°, ckontant, fri

Lsn 1. Vi paminner oss att en produkt av block-6vertrianguldr matriser dr ocksa triangulir.

Skriv y
. 1 a - 1 k o 1
=05 a=lA] =l



Vi soker darfor en invers av form

_[B b
o-[5 7]

diar C dr en 2 X 2-matris, v en 2-vektor och d ett tal. Av AB = [ farvi A;By = I, 2c = 1,
Ab+ca=0.Séiledes B, = A", c =27, b= —2"14;"a, dvs

I T R P B gy
Bl_l+k2[k 1]’0_2 y b=-2 1+ k2 [1+k}'

A = 2 dr ett egenvirde enligt produktformeln

Al —)\]2 a

det(A — AI3) = det [ 0 5\

} = det(A; — AL)(2 — N).

De motsvarande egenvektorer v bestdms av ekv.sys. (A — 2I3)v = 0.
Lsn 2. Radreducering pa [Al]:

1k 1 100 1 k 0 10 -3
(A, )~ [0 1+k* 1+k E1 0f~10 14+K%0 k1 —%(14—]6)
0 0 1 0 0 % 0 0 1 0 0 %
1 k£ 0 1 0 —%
k 1 15k

~ 10 10 1+k2  1+k2 _2(1ik2)

0 01 0 0 %
k2 k k(1+k)

Lo ! _km _11+7 _% +12(11<+k2) 1

~ _ 1+ = -
0 10 1+k2 1+k2 2(1+k2) [[’ A ]
001 0 0 I,

(Den kan omskrivas med forenkelningar: 1 — 141;% = ﬁ, —% + 2'“((11;@) = 2(_1535) )

. Bevis1. A= PDP 'och D = [Aol ﬂ enligt antagandet. Da dr det(A) = det(P) det(D) det(P ') =
2

det(P) det(D) det(P)~ = det(D) = A\

Bevis2. A—\I = [a;)\ df)\},ochdet(/l—)\]) =X — (a+d)A+ (ad —bc). Men A har

tva egenvirden \;, Ay s har det(A — A1) tva rotter, dvs det(A — A1) = (A — A) (A — Xy) =
A2 — (AL + A2)X + A Ay Jamfor de tva identiteter far vi A\ \y = ad — be = det A.



