Losningsforslag till tentamen i TMV206 Linjar algebra IT 2015-04-13

. Bassatsen och figur ger att f och ¢ har matriserna A = <\_/§g _€é2> och B =

-1
< 0 ) respektive. De efterfragade sammansatta linjira avbildningarna go f ! och fo

-1 0
V3/2  1)2
1/2 -—x/§/2>'
(Notera att i allménhet &r AB™ = (BA™1)~1. Att vi hir rakar ha AB™! = BA™! beror
pa att detta &r en spegling.)

¢~ ! har matriser BA™! och AB™! respektive, vilka bada beriknas till <

. Lat P = (5,0,—1) och betrakta en punkt @ = (14 3t,—1 —2¢,2+t) pa den givna linjen,
som ses ha riktningsvektor v = (4—1, —3—(—1),3—2)". Da det ortogonala avstandet &r det
minsta avstandet, soker vi ¢ sa att Pﬁ-v = 0. Med Pﬁ = (3t—4,—2t—1,t+3)" beriknas
16sningen ¢ = 1/2, som ger det sokta avstandet ||Pﬁ|| =v(3/2-4)2+4+(1/2+3)2 =

V/45/2.

. Vektorerna &r linjart beroende precis da

a 1 a 1 2 1 12 1

O=det[ 1 2 1| =—det| a 1 a®|=—det|0 1-2a a®—a| =3a*+a—2,
-1 1 1 -1 1 1 0 3 2

med losningar a = —1 och a = 2/3. I bada fallen finner vi genom l6sning av det homogena

ekvationssystemet linjarkombinationen (a, 1, —1)! = 2(1,2,1)! — 3(a?,1,1).

T—A -4
-2 5—-A

A =9 och A = 3. Genom [6sning av de homogena ekvationssystemen i tur och ordning

beriiknas egenvektorer (2, —1)" for A = 9, och t(1,1)" for A = 3. Denna information ger

diagonaliseringen
A (2 N9 oN(2 1)
S\-1 1 0 3 -1 1 ’
vilken ger oss potenser

g (2 L) (3 0\ (2 1 ‘4__3n_1 142.3" 2-2.3"
2 -1 1)\o 1)\-1 1) ~ 1-3" 243"

(Vi kontrollerar svaret for n = 1 och n = 2 atminstone!)

. Det karakteristiska ekvationen det ( = A2 — 12\ + 27 = 0 har lésningar

. Informationen ger skaldrprodukter g1-g1 =1, 982 = 2,833 = 4, g1°82 = 1\/5/\/5 =1,
g1-g3=1-2/2=1 och g - g3 = 0. Rikneregler for skalarprodukten ger

u-v= (g +g2+2g3) (—g1+3g2 +g3) = 14,

[uf> =u-u=25o0ch ||v||?> =v-v =15 Med detta beriknar vi vinkeln arccos(%).

. Vi berdknar vektorprodukten

1 2 1
1] xfo]l=(1],
1 1 )



vilken ses vara en normalvektor till planet. Projektionsformeln och vektorgeometri i figur
ger formeln

\ (17 17 _2)t

flv) =v =T

-2

Denna formel och rakneregler for skalarprodukt visar att f ar en linjar avbildning. Formeln
och bassatsen ger ocksa, genom insédttning av basvektorerna i tur och ordning, matrisen

5/6 —1/6 1/3
~-1/6 5/6 1/3
1/3 1/3 1/3

. Vi kan dela upp i tva fall. Fall 1: u x v = 0. Detta betyder precis att vektorerna &r
parallella. Fall 2: u x v # 0. I detta fall & u och v tva linjirt oberoende vektorer i ett
plan med normalvektor ux v. Vektorn w = u x (u x v) ligger nu ocksé i detta plan och ar
dér ortogonal mot u. Ekvationen betyder nu precis att w och v ska vara parallella. Fran
figur ser vi att detta ar ekvivalent med att u och v ska vara ortogonala. Svaret blir alltsa
att 1osningarna till ekvationen utgdrs av alla par av vektorer som antingen &r parallella
eller ortogonala.

a
1-b

. Overgangsmatrisen ses vara M = <1 b @ > Vi beriiknar egenvirden till M*. Ek-

vationen

det<1_z_A 1—Z—A>=A2+«a+®ﬂ—iﬂ‘wa+my4:0

har 16sningarna A = 1 och A = 1—a—b. Vi beriknar #ven egenvektorerna till M* med egen-

. .- b
varde 1, genom att 16sa det homogena ekvationssystemet med totalmatris < aa b 8),

vilket har 16sningarna (b, a)".

(a) D& antingen a > 0 eller b > 0 sa foljer att det finns en och endast en stationér
fordelning (b/(a + b),a/(a +b)). Daa=b=0 & M = I och alla fordelningsvektorer &r
stationéra, sa dessa &r alltsa inte unika.

(b) Konvergens giéller uppenbarligen i fallet a = b = 0. Da a > 0 eller b > 0 har M" tva
olika egenvirden. Darfor finns en bas G av egenvektorer (déar vi nedan antar att forsta
basegenvektorn har egenvirde 1), och vi ser att

¢ 1 0 -1
M _G<0 1—a—b>G '

Detta ger férdelningen

n __ —1\t 1 0 t
X()M —XO(G ) <0 (l—a—b)n G
efter n steg i Markovkedjan, och det foljer i fallet —1 < 1—a—b < 1 att dessa fordelningar
konvergerar, oavsett xg. Detta dr inte fallet dd a = b = 1 eftersom (—1)" &r 1 beroende
pa om n &r jamn eller udda. Svar: (a) Alla utom a = b= 0. (b) Alla utom a =b=1.



