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Tentamen i TMV206

Losningarna skall presenteras pa ett sadant satt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Granser ar 20 for betyg 3, 30 for betyg 4 samt 40 for betyg
5. Tentan har maximalt 50 poéng, dartill kommer poéng fran MapleTA (max 4 poéng).
Poéangen per uppgift bor ses som ungeférlig, hansyn tas ocksa till tentans helhetsintryck.

1. Pa denna uppgift ska enbart svar ges. En poang per deluppgift.
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Finn en (nollskild) vektor ortogonal mot bade (1,2,3)” och (1,0, —2).

Ge normalen till planet som bestdams av ekvationen 7x +y + 5z = —1.

Projicera vektorn (2,2, 1)7 ortogonalt pa linjen som spanns upp av vektorn (2, —1,2)7.
Bestdm skérningspunkten for linjerna Ly(t) = (1,2) + ¢(0,1), La(s) = (4,1) +
s(2,—1).

Berikna A%v om vi vet att v dr en egenvektor till matrisen A med egenvirde —1.
Svaret far innehalla v.

Berakna determinanten for foljande matris: A = (_21 i)

SVAR:
a) (4,—5,2)T, fis genom t.ex. kryssprodukt.
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2. Varje pastaende ska besvaras med sant eller falskt. Rétt svar ger 1p, fel svar ger
—1p (inget svar ger Op). Man kan inte fa mindre &4n 0 podng pa hela uppgiften.
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Om A ar en matris sa ar A? alltid definierad.
Om A och B ar tva inverterbara n x n matriser sa ar A + B ocksa inverterbar.
Om v och u ar tva ortogonala vektorer sa ar v - u = 0.

Om v,u,w ar en hogerorienterad trippel av vektorer i R?® s& &r wu,v,w ocksa
hogerorienterad.

e) Vektorparet (1,5)7 och (5,1)7 utgor en bas for R2.

f)

For skalarprodukten galler alltid att v-u=u-v.

SVAR: F F,S,F,S,S
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3. Lat H vara planet definierat av x 4+ 2y + 32 = 6. Bestam avstandet fran H till
punkten P = (0, -1, —2).
Avstandet ar v/14. Kan fas fram genom att starta i punkten och ga i normalens
((1,2,3)) riktning tills vi méter planet i punkten (1,1, 1).
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4. Om vi har fyra olika punkter i rummet sa kan tre olika situationer uppsta:

e De fyra punkterna bildar hornet pa ett parallellogram (och ligger da i samma
plan).

e De fyra punkterna ligger i ett plan, men bildar inte hornen pa ett parallellogram.

e De fyra punkterna ligger inte i samma plan (deras hérn ger da en tetraeder med
positiv volym).

a) Lat (2,3,4), (3,3,4), (2,4,4) och (2,3,5) vara de fyra punkterna. Bestdm vilken
av de olika situationerna som stammer i detta fall.

b) Svara dérefter pa den av nedanstaende problem som motsvarar din situation.

e Om de bildar ett parallellogram, berdkna parallellogrammets area.
e Om de inte gor det men ligger i ett plan, ge planets ekvation.

e Om de inte ligger i samma plan, bestdm volymen av tetraedern som de fyra
punkterna bildar (en tetraeders volym &r 1/6 av volymen hos parallellepipeden
som spanns upp av de tre sidorna som utgar fran ett horn i tetraedern).

SVAR:
Punkterna ger en tetraeder med volym %. Inses genom att ta en av dem, P, och ta
determinanten av vektorerna FyP; dar P; ar de tre andra punkterna. Determinanten

ar 1 (sa speciellt inte 0, dvs vi &r inte i ett plan), och da &r paralellepipedens volym
1.
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5. Bestam for varje viarde pa a de mojliga 16sningarna till foljande ekvationssystem:

x + I3 = 4
r1 + (a—Dze + (2—a)zy =0
2x1 + ars —+ 3rs =6
SVAR:
Vi Gausseliminerar tills vi nar:
10 1 4
A=10 1 a 2
00 a>—1 2a+2
Tva intressanta fall, a = 1,a = —1. I det forsta fallet a = 1 sa har vi pivotelement
i sista kolonnen, dvs ingen 16sning. Fall 2, a = —1 sa far vi en nollrad, och vi ser

att 16sningarna ar (z1, Ta, z3) = (4,2,0) +t(—1,1,1) Annars sa ar a> — 1 # 0 och vi
kan dividera med det. Da har vi (efter lite mer Gausseliminering) att

4a — 6 2 2
a—1"1—a a—1

)

(CCl, T, xg) = (

, dvs unik losning.



6. Lat

100 1 -1 2
A=(2 1 0|l,B=[0 1 3
141 0 0 1

a) Om C' = AB, bestam C~!.
b) Los ekvationen ABx = v dir v = (—1,1,0)T

SVAR: Pa a) sa ar det littast att anvinda att C~! = B~ A~ Vi ser da att

1 0 0 1 1 =5 —-36 21 -5
A'=-2 1 o|B'=l01 =3|]Cct'=]|-23 13 -3
7 —4 1 00 1 7T —4 1

Pa b) sa loser vi Cx = v genom att multiplicera med C'~! och far z = (57,36, —11).
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Berikna A?°. Heltalspotenser behover inte raknas ut (sa det ar ok att svaret in-
nehaller exempelvis 5°v/3).

Gors enklast genom att bestimma egenvektorer och egenvarden ( vektorer ar (1,1)7
med egenvirde 4 och (1,—1)T med egenvirde —2. I denna bas B si dr matrisen

alltsa
4 0
Wt ).

Detta ger A%0 = (BAgB™')?0 = BA%®B~!. Efter berikning sa har vi

90 420 + 220 420 _ 220
AT = 420 _ 920 420 4 920
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lu®+[v|?

8. Lat u och v vara tva vektorer. Visa att >u-v.

Tips: Undersck (u —v) - (u—v).

SVAR:Notera att |u — v[*> > 0 da det ar en kvadrat. Da har vi:
0<|lu—vP=@w—-v)-(u—v)=u-ut+v-v—2u-v

med hjalp av reglerna for skalarprodukt. Flyttar vi 2u - v till andra sidan och delar
med 2 (samt noterar att lingd i kvadrat ar skaldren med sig sjilv) sa far vi den
onskade identiteten.
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