Matematiska vetenskaper Datum: 2017-08-19 Tid: 8:30-12:30
Chalmers Hjélpmedel: Chalmersgodkand minirdknare.
Johan Bjorklund Telefonvakt: Adam Malik Tel.: ankn 5325

Tentamen i TMV206

Losningarna skall presenteras pa ett sadant satt att rakningar och resonemang blir latta
att folja. Motivera dina svar. Gréanserna ar 20/30/40. Tentan har maximalt 50 poéng,
dértill kommer podng fran MapleTA (max 4 poédng).

1. Pa denna uppgift ska enbart svar ges. En poang per deluppgift.

a) Finn en (nollskild) vektor ortogonal mot bade (1,2,2)7 och (—1,2,5).

o

o

)

) Ge normalen till planet som bestdms av ekvationen x +y + 152 =0

) Projicera vektorn (1,0, 3)T ortogonalt pa linjen som spianns upp av vektorn (1,1, 1)7.
)

o

Bestdm skérningspunkten for linjerna L, (t) = (5,5) + t(2,2), La(s) = (0,6) +
s(1,—1).

e) Berdkna A7v om vi vet att v ar en egenvektor till matrisen A med egenvirde —2.

f) Berdkna determinanten for foljande matris: A = (_13 i)

6p

SVAR:a) T.ex. (6,—7,4) (kryssprodukt)
b) (1,1,15)

c) %(17 1, 1)

d) (3,3)

) =2
)

2. Varje pastaende ska besvaras med sant eller falskt. Ratt svar ger 1p, fel svar ger
—1p (inget svar ger Op). Man kan inte fa mindre &n 0 podng pa hela uppgiften.

a) Om A och B ar tva matriser sa dr A — B alltid definierad.
b) Om A och B ér tva ickeinverterbara n x n matriser sa saknar matrisen AB invers.

¢) Om bade u och v var for sig ar ortogonala mot vektorn w sa r u + v ortogonal
mot w.

d) Om v, u,w ar en hogerorienterad trippel av vektorer i R? s& ar w, v, u vansterorienterad.
e) Vektorparet (2,3)T och (3,2)T utgor en bas for R2.
f) For skaldrprodukten géller alltid att v -v =0

6p

SVAR: a) Falskt, de maste ha samma storlek.
b) Sant

c) Sant
d) Falskt

e) Sant (determinanten &r inte 0)
f) Falskt



3. Lat H vara planet definierat av 3x — y — z = 1. Bestam avstandet fran H till
punkten P = (7,—1,—1).

6p

SVAR: Avstandet ar 24/11. Kan ses t.ex. genom att ga fran P i normalens riktning
tills vi traffar planet i den ndrmaste punkten (1,1, 1).

4. Lat (1,2,0), (2,2,4), (—1,1,1) vara tre punkter i rummet. Hitta en fjdrde punkt
i rummet sa att de fyra punkterna tillsammans bildar ett parallellogram. Bestdam
sedan parallellogrammets area.

6p

SVAR: Hér finns flera mojliga svar da triangeln som bildas av de tre punkterna kan
kompletteras till ett parallellogram pa tre olika satt. En strategi kan vara att valja
ett horn, A som det motsatta till hornet vi soker, D. Aterstaende horn kallas B, C'.
Da maste det gélla att AD = AB+ BD = AB+ AC. Vifarda D = A+ AB+ AC.
Om A =(2,2,4) sa blir D = (-2,1,-3).

Om A = (1,2,0) sa blir D = (0,1, 5).

Om A = (—1,1,1) sa blir D = (4,3, 3).

Arean kan bestdmmas med langden av kryssprodukten av tva sidvektorer med
gemensamt horn (speciellt inte beroende pa vart val av D. T.ex. AB x AC =

|(47 -9, _1)| = \/%

5. Bestam for vilka viarden pa a och b ekvationssystemet ar losbart. For de varden pa
a,b da det finns mer &n en l16sning, berdkna losningarna.

T+ 2y+2az=1
y+az=1>b

r4+y+2a—1)z2=3

p

SVAR: a # 1 har alltid precis 16sning (kan ses genom t.ex. determinanten, salédnge
den inte ar 0 sa har vi en unik 16sning). Fallet a=1 16ses separat, da maste b=-2 for
att 16sning ska existera (via Gausselimination). Da har vi x=5,y=-2-t,z=t.

6. Lat
1 -1 3 2 31
A=12 0 3|,B=|0 1 2
0 -1 1 2 3 2

Bestam vektorn x sa att
B~ HATBN 'y = (1,2, -1)T.

T star som vanligt for transponat.



SVAR: Vi vet att for transponering sa géller (XY)T = YTXT och (XT)T = X.
D4 har vi i VL B™'BAxz = Az. Detta ger att z = A7'(1,2,—1)T. Vi bestdmmer
inversen till A.

-3 2 3
A'lt=2 -1 3
2 -1 -2

Multiplikation med vektorn ger z = (-2, —3, 2).

10 -2
(1)

Berikna A?%. Potenser av reella tal behover inte riknas ut (sa det ar ok att svaret
innehaller exempelvis 57v/3 + 2°1).

. Lat

6p

Vi bestammer egenvarden och egenvektorer till matrisen. Vi ser att egenvardena ar
6,11. Motsvarande egenvektorer ar (1,2) samt (—2,1). Vi vet da att

=006

Vi beraknar inversen:
pi_ (1 -2 Tl (1 2
2 1 5\=2 1/°

Vi har nu (om vi sdtter B som egenvektorsmatrisen och D som diagonalmatrisen)
A0 = (BDB™1)?0 = BD*0B~1. Alltsa

oo _ (1=2) (6 0 N1 /1 2) 1/ 6% 441120 2620 2. 1120
2 1) Lo 12)5\—2 1) T 52.6%0-2.11200  4.62%0 4 17200

. Givet ett vektorrum R™ sa sédger vi att en (reell) n x n matris J &r en komplex
struktur pa R™ om J har egenskapen att J* = —1I,, (I, ar som vanligt identitetsma-
trisen).

For vilka varden pa n finns det en komplex struktur pa R"? Motivera noggrannt.
Tips: Att tinka pa de komplexa talen C som R? och studera vad som hiander nér
vi multiplicerar med ¢ kanske kan ge nagon idé.

p

SVAR: Antag att vi har J? = —1I,,. Da maste det(J?) = det(—1I,). For identitets-
matrisen sa har vi att det(—1I,,) = (—1)". Alltsa sa har vi detJ? = (detJ)? = (—1)".
Om n ar udda sa har vi alltsa att (detJ)?> = —1. Det finns inget reellt tal som loser
detta, sa da determinanten av en reell matris ar reell sa ger detta en motsagelse.

Det aterstar att visa att for jamna n sa finns det faktiskt en komplex struktur. I
fallet n = 2 sa kan vi anvianda det vi vet om komplexa tal. Om vi tanker pa det
komplexa talet a + bi som vektorn (a,b) sa &r det som hénder da vi multiplicerar
med i att vi far vektorn (—b,a). Dvs vi har J(a,b) = (—b,a) som exempel i dimen-

sion 2. Motsvarande matris blir da (1) _01> For allman jamn dimension sa kan vi



anvinda samma metod. Vi ténker pa en vektor v = (vy,va, ..., Vo) € R*™ som en
foljd av komplexa tal (21, 22, ..., 2 ) € C™ (dér 27 = vy + vy, 29 = v3 + ivg 0sV). Att
multiplicera varje komplext tal med ¢ ger nu en linjar avbildning med den 6nskade
egenskapen. Om vi skriver upp matrisen sa ser vi att det blir en stor matris dér
néstan allting &r noll utom steget ovanfér diagonalen (om alternerar mellan -1 och
0) och steget nedanfoér (som alternerar mellan 1,0). Exempel i fallet n = 12 finns
nedan.

0o -10 0 0 0 0O 0 0 0 0 O
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0o-1r0 0 0 0o 0 0 0 0
o 0610 0 0 0 0O O0 0 0 O
o 06 0o 0o0o-10 00 0 0 O0
o 0 6 010 0 0 0 0 0 O0
o 0 0o 0 0 0-10 0 00
o 0 oo 0o o0 1 0 0 0 0 O
o 06 0o oo 0 0 0 0-1200
o 06 0o ooo0 0 01 0 00
o 0o 6 00 0 0 0 0 0 0 -1
o 0 00 0 o0 o0 0o 0 0 1 0



