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TMV206: Linjar algebra

Uppgift 1. For att hitta en ekvation for planet 7, s behdver man ta fram planets tvé riktnings-
vektorer, respektive en normalvektor till planet. Lat P = (3,0,0), Q = (2,1,—4) och R = (0, —4, 2).
Planets riktningsvektorer blir t.ex.

3 -1 0 3 =3

— —
u=PQ=|1]|-|0]=[1] och v=PR=|-4|-|0]=]|—4
—4 0 —4 2 0 2

Planets normalvektor berdknas m.h.a. kryssprodukten:

-1\ [-3\ [-14 2 . 2
A=uxv=|1|x|-4|=]| 14 |=-7|-2|], n=—n=|-2
—4 2 7 -1 7 -1

Planets ekvation pd normalform dr dd 2x — 2y — z + d = 0, ddr vdrdet pa d ska bestimmas sa att
punkterna P, Q och R uppfyller ekvationen. P:s koordinater i ekvationen ger

2:3-2:-0-04+d=0 © d=-
Vi har alltsa f6ljande ekvationer:
x
L: |[y|=[5]+¢|1 och 7: 2x-2y—-z-6=0.
z 3

Om L skir 7, sa finns det ndgon punkt (x, y, z) som uppfyller bade L:s och 7:s ekvation pé en gang.
Darfor ska man forsoka 16sa ekvationssystemet:

xX=2+2t
y=5+t

= 22+2t)-25+t)-3+2t)—-6=0 & -15=0,
z=3+12t

0=2x—-2y—z—-6

vilket aldrig giller. Saledes skar L inte .
Da ska avstdndet mellan linjen L och planet & berdknas. Lat S vara en godtycklig punkt pa L,

%
tex. S = (2,5,3). Avstadndet § bestdms genom att ortogonalt projicera PS = (-1, 5, 3)" pa n:

PS n
In ||2

Svar: Linjen L skér inte planet 7. Avstdndet mellan dem &r 5 Le.

_PSon| _|(-1)2+5(=2)+3(-2)| _ 15
Inll o2t (—22+1z 3

=5.

= [1P3all = H

Uppgift 2. Vektorerna ér linjirt beroende om determinanten av den matris, som har vektorerna
som sina kolumner, 4r lika med noll.

11 a
det|1 4 -3|= /Sarrusregel/ =16 —6+a* —8a+3a—4=a’—5a+6.
2 a 4



Ekvationen a® — 5a + 6 = 016ses ava = 2 samt a = 3.
Lat nu a = 2. Vi ska hitta koefficienterna x och y sddana att

1 2 1 1| 2 1 1| 2
1 0| 11/3
x|1|+yl4|=|-3] & |1 4|-3[~|0 3|-5]|~ .
0 1|-5/3
2 4 2 2| 4 0 0] O
Svar (delvis):
2 11 1 5 1
a=72 = -3 :? 1 —5 4
4 2 2
Om a = 3, sd ska man hitta koefficienterna x och y sddana att
1 3 1 1| 3 1 1| 3 1 1| 3 1 0l s
x|1|+yl4]=]|-3 = 14—3~03—6~01—2~(01_2).
3 4 2 31 4 0 1|-2 0 0] O

Svar (resten):

3 1 1
a=3 = =3|=5]|1]|—-2|4
4 2 3

Uppgift 3. Lat P vara rotationscentrumet, dvs. P = (1, 0). Den affina avbildningen kan skrivas som

sammansattningen f = t, or ot_,, ddr r dr rotation med 45° moturs kring origo, ¢ . dr translation
—
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Svar:

[EelS

Uppgift 4. Enligt riknelagar fér determinanten r det(M™') = 1/det(M). M &r en 4 X 4-matris,
sa Gaulleliminationen ska utnyttjas for att berdkna dess determinant:

1 -1 3 2 1 -1 3 2 1 -1 2 1 -1 3 2
3 -1 10 2 0 2 1 -4 0 2 —4 0 1 -4
det|] ) o 5 3|Tdtly 5 g [Tty o g [Tty o, 3
2 -2 —6 4 0 -4 0 8 00 2 0 o0 0 3

Determinanten av en (ver)trianguldr matris 4r helt enkelt produkten av diagonalelementen. Sa-
ledes det M = 1-2-(=2) -3 = —12. Utifr&n detta ser man att inversen M~! existerar och man
verkligen kan berikna det(M™!) = 1/det(M).
-1
Svar: det(M™!) = —.
12



Uppgift 5. (a)

3
vi vy = |[vill - [[v2ll - cos(£vivz) = 2V3 - 1+ cos(30°) = 2V3 - % =3
vi-vs = |[vall - [Ivs]l - cos(£vivs) = 2V3 - 4 - cos(90°) = 8V3 -0 =0,

1
Vy V3 = ||V2|| . ||V3|| . COS(ZV2V3) =1-4- COS(6OO) =4- E =2.

(b) Forst bestimmer man vektorn u utifran dess koordinater i basen B:

I 1\[2
u=Bug=|vy v, v3||-1]|=2vi—vVv,+V3.
AR

Nu kan man berdkna lingden av u m.h.a. skaldrprodukten:

ull> =u-u=(2v; — vz +v3) - (2v — V5 + V3)
=4V, V1 +Vy-Vy+V3-V3—4Vvy -V, +4Vy - V3 — 2V, - V3
= 4l[vyl* + [[v2ll* + [Ivsl|* = 4vy - v2 + 4vy - v3 — 2v,vs
=4-12+1+16—-4-3+4-0—-2-2=48+1+16—12—-4 =49 =7%.

Svar: ||u|| = 7.

Uppgift 6.
Grafen dr inte starkt sammanhingande fér det finns ingen
kant som gar mot nod 4.
o 24 A andra sidan 4r grafen svagt sammanhingande (fér den un-
derliggande grafen dr sammanhéangande).
Overgéngsmatrisen for slumpvandringen pd G dr
(6]

7.

Uppgift 7. Man ska diagonalisera matrisen A for att litt kunna berdkna A", Forst tar man reda pa
egenvirdena:

RKIENI-E O O = O
O NI- ONIE O Wik
WL O = O O O
o O O O © O
W= O O O Owix
S O ONI= O Wi

2-1 3 3, 1
—AE) = 2 2 st (- a—
det(A - AE) det( . —/1) A=At (A-2)A-1).
Sedan finnes egenvektorer:
A=1 2231123 = ax+3y=0 = -3
172 -1 —73 0 0 X y= Vi 2>

A =1 %3~12:> +2y=0 = =2
2 = 1 -2 0 0 X Ty = Vz—_l.



Séledes kan man diagonalisera matrisen A = PDP~!, dir P = (v1,v;) och D ér diagonalmatrisen
med A; = 7 som forsta elementet och A, = 1 som andra elementet pa diagonalen.
Dé dr

n oot (=3 2) (G o) 1 (-1 -2} (-3 2\ (05" 0\(1 2
AT=PDF _(2 —1)(20 1")detP(—2 —3)_(2 —1)(0 1)(2 3)

och sdledes

Ay = -3 2 0,5" 0}y (1 2\ /[-1 _ -3 2 0,5" 0\ (1
“l2 -=1)/\o 1Jl2 3J\1) \2 -1/l o 1/\1
(-3 2\ ([05"\ [-3-05"+2
“\2 1)\ 1) \2.05"-1]"
Nu dr man redo for att berdkna det 6nskade gransvardet,

lim A = lim —-3-05"+2) [(-3-0+2) (2
n—00 T asel2:05"—-1) \2-0-1) \-1)"

Svar: lim A"u= ().

n—oo

Uppgift 8 (via diagonalisering). Antag att D &r en diagonalmatris, d.v.s.

d 0 0 ... 0
0 d 0 ... 0
D=0 0o 4 ... o0
0 0 0 ... d,

Da dr det D = dyid,d; - - - dy,. Det karakteristiska polynomet blir
xp(A) = det(D — AE) = (d = A)(dy — A)(d3 — A) - - (dn — D).

Ekvationen yp(d) = 0 har ddrfor n st rotter, ndmligen A; = d; for alla heltal i mellan 1 och n.
Saledes
/11/12 s An = dldz s dn = det D.

Pa sa satt har man bevisat att pastdendet dr sant for diagonalmatriser.
Om A 4r diagonaliserbar, sd kan man skriva A = PDP~!, dir D &r en diagonalmatris. D4

det(A) = det(PDP ') = det(P) det(D) det(P!) = %ﬁg(m = det(D).
Det karakteristiska polynomet ir
xa(1) = det(A — AE) = det(PDP~' — P(AE)P™?)
_ det(P(D - AB)p~1) = SSHPIAUD ZAE) _ 4oin _2B) = yo(d).

det(P)
Egenvirdena till A dr saledes lika med egenvirdena till D.

det(A) = det(D) = Ady - -+ Ay . V.S.B.



Anmdrkning: 1fall matrisen A inte dr diagonaliserbar, sd kan man dnda Gverfora den till Jordans
normalform, d.v.s. A = PJP~!, ddr matrisen J har A:s egenvirden pé diagonalen, nollor samt
ettor pa superdiagonalen, och nollor annanstans. D4 dr J en 6vertrianguldr matris och beviset
ovan funkar likadant fast med J istéllet for D.

Uppgift 9. (a) Elementet i r:te raden och k:te kolumnen i matrisen grannmatris”i ger antalet
vdgar av ldngden precis i frdn nod r till nod k.

Elementet i r:te raden och k:te kolumnen i matrisen hjalpmatris islutet av i:te iteration ger
antalet vdgar av ldngden hogst i (d.v.s. av ldngderna 1, 2, . . ., i) frdn nod r till nod k.

(b) samtliga enkla vdgar i en graf med storlek stycken noder har lingden hogst storlek.
Det medfor att om det inte finns ndgon vdg mellan tva noder, sa forblir det motsvarande elementet
ihjalpmatris:en lika med noll efter storlek iterationer.

Funktionen svarar true om alla elementen i hjalpmatris:en dr nollskilda, d.v.s. ingen av
elementen har forblivit noll, d.v.s. det finns vigar mellan varje par av noder. Med andra ord svaret
ar true om grafen &r starkt sammanhéngande.

(c) Problemet dr att MATLAB tvingas berdkna allt hdgre potenser av grannmatris:en vid varje
iteration. Det vore battre att spara grannmatris”i vid ena iterationen och utnyttja den vid nésta
iterationen. Till exempel kan hela f or-slingan ersittas med féljande kod:

grannmatrispotens = eye(storlek);

for i = l:storlek
grannmatrispotens = grannmatrispotens * grannmatris;
hjalpmatris = hjalpmatris + grannmatrispotens;

end

Ett annat sitt for att undvika utrdkning av allt hogre potenser av grannmatris:en dr att utga
fran Horners schema:

AP A A AP A= (- ((A+ DA+ DA+ DA+ - )A+ DA+ A,

Da skulle man modifiera definitionen av hjalpmatris:en och for-slingan:

hjalpmatris = grannmatris;
for i = 2:storlek

hjalpmatris = (hjalpmatris + eye(storlek))*grannmatris;
end

Egentligen skulle det ocksa ga bra att 14ta hjalpmatris:en initialiseras till nollor (som i det ur-
sprungliga skriptet) och modifiera bara for-slingan:

for i = l:storlek
hjalpmatris = (hjalpmatris + eye(storlek))*grannmatris;
end



