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TMV206: Linjar algebra

Uppgift 1. Linjerna skdr varandra om det finns ndgon punkt (x, y, z) som uppfyller bada linjernas
ekvationer samtidigt. Man ska alltsa 16sa det 6verbestdmda ekvationssystemet

4 2 6 2 44+2t=6+2s 20—2s =2
O|+t]—-1|=| 5 |+s]| 3 = —t=5+3s = —t—3s=5
3 2 -7 -6 342t =—-7—6s 2t + 6s = —10
2t—2s =2
—8s = 12 s=-15 s=-15
S —-t—-3s=5 © S =
t+3s=-5 t=-5+3-1,5 t=-0,5

0=0
Ekvationssystemet har en (entydig) 16sning, vilket innebir att linjerna skir varandra i punkten
(4,0,3) = 0,5 (2,-1,2) = (6,5,—7) — 1,5 - (2,3,-6) = (3,1/2, 2).

Vinkeln bestdms m.h.a. skaldrprodukten for linjernas riktningsvektorer v; = (2,-1,2)" och
v, = (2,3,-6)".

vill = V22 + (C1P + 22 = Vo =3,
ViV, =4-3—12=-11, V2]l = V22 + 3% + (=6)? = V49 = 7.
Séledes
Vi-°Vy —11 —-11

-11
cos @ = = 0= arccos(?) .

Ivill lIvall — 3-7 21

Svar: Linjerna L, och L, skér varandra i punkten (3, 1/2, 2). Vinkeln mellan dem &r arccos(—11/21).

Uppgift 2. (a) Arean av triangeln bestims m.h.a. av kryssprodukten:

1 2 7
1 1 1 72+ (=12 +(=5)% 75 543
A=fluxv] ==|2]|x|-1||==][-1 R Gl G S VA PN
2 2\, 3 2 |\ _s 2 2 2

Svar: Triangelns area &r 5\/§ /2 a.e.

(b) Parallellepipedens volym berdknas m.h.a. trippelprodukten:

7\ (-2
V=|uxv)-wl=|-1]-]1]|=|-14-1-20| =35ve.
-5

Alternativt kunde volymen berdknas som determinanten V = | det(u, v, w)|.

Svar: Parallellepipedens volym &r 35 v.e.



Uppgift 3 (via GauBelimination). Man Gverfor ekvationssystemets totalmatris till trappstegsform.
Systemet saknar en 16sning om hogerledet blir en pivotkolumn.

1 3 5|4-b 1 3 5 4-b 1 3 5 4-b
2 b 8 3 ~10 b-6 -2 2b—-5] ~ 10 9 b+5| 8-b
-1 6 b 4 0 9 b+5| 8-0b 0 b-6 -2 2b -5
1 3 5 4-b 1 3 5 4-b
~ 10 9 b+5 8-> ~ 10 9 b+5 8->
0 9(b—6) —18 |18b—45 0 0 —18—(b+5)(b—-6)|18b—45—(8—b)(b - 6)
1 3 5 4—-b 1 3 5 4-b
~ 10 9 b+5 8—b ~ 10 9 b+5 8->
0 0 —b2+b+12|b*+4b+3 0 0 —(b—4)b+3)|(B+1)b+3)
Ddrav ser man att tredje kolumnen ar friifall b = 4 eller b = —3. 0m b = -3, sa far man noll pa

hogerledet i tredje raden, vilket gor att HL-kolumnen ocksa blir fri och det finns odndligt manga
16sningar. Om b = 4, s f4r man en nollrad pa VL med ett nollskilt tal (ndmligen 35) pa HL och da
saknar systemet 16sning.

Svar: Ekvationssystemet &dr olgsbart om b = 4.

Uppgift 3 (via determinanter). Ekvationssystemet Ax = b har en unik 16sning om och endast om
koefficientmatrisen A uppfyller det A # 0.1 uppgiften vill man inte f& en unik 16sning, varfér man
16ser ut b ur ekvationen det A = 0. Determinanten berdknas m.h.a. Sarrus regel.

detA=b>—-24+60—48+5b—6b=b*-b-12=0 o b=-3c¢ller b=a4.

Nu behdver man avgéra om ekvationssystemet har inga eller odndligt manga [6sningar for dessa
vdrden pd b. Uppenbarligen dr de forsta tvd kolumnerna i matrisen A linjart oberoende (oavsett
virdet pa b).Ifall b = —3 eller 4, kan tredje kolumnen uttryckas som linjir kombination av de forsta
tva. Man behdover alltsa bestdmma om hogerledsvektor ocksa kan uttryckas som linjar kombina-
tion av de forsta tva kolumnerna. Med andra ord ska man kolla om hogerledsvektorn tillsammans
med de forsta tva ar linjart beroende (och det 4r de ifall determinanten &r lika med noll).

1 3 7
b=-3: det(VL,,VL,,HL) =det| 2 -3 3|=-12-9+84—21—18—24 = 0.
-1 6 4
Om b = -3, s& kan HL uttryckas som en linjar kombination av kolumnerna i koefficientmatrisen
och sa dr ekvationssystemet lgsbart.
1 3 0
b =4 det(VL,,VL,,HL)=det| 2 4 3|=16-9+0-0-18—24=-35#0.
-1 6 4

Om b = 4,sd kan HL inte uttryckas som en linjir kombination av kolumnerna i koefficientmatrisen
och sa dr ekvationssystemet olosbart.

Svar: Ekvationssystemet &dr olgsbart om b = 4.

Uppgift 4 (via definitionen av matris-matris-multiplikation). Man letar efter en 2 X 2-matris A
saddan att Av; = x; och Av, = x,, d.v.s.

W= e G-



Enligt definitionen av matris-matris-multiplikation dr dessa tvd samband ekvivalenta med matris-
ekvationen

L R ey B s [ B Oy [ B

7 =5
Svar: A = (2 _1).

Uppgift 4 (via ansats A=[a,b;c,d]). Man kan hitta matrisen A genom att ansitta A = (a b) och

sdtta in denna i ekvationerna Av, = x; och Av, = Xx,:

a b\ (3) (3a+4b) [1 h a b\(2\ (2a+3b) [-1
¢ d)\a) T\sc+4a) T2 € ¢ dJ\3) T\ac+3a) T\ 1)
P4 sa sdtt far man ett ekvationssystem med fyra ekvationer och fyra variabler:

3a+4b=1 3a+4b =1

3 4\ (a) (1

3c+4d =2 2a+3b=-1 2 3/\b]  \-1
= {—

2a+3b=-1 3c+4d =2 3 4)(0)_(2)

2c+3d=1 2¢c+3d=1 2 3/\d] 1

7 =5
Svar: A = (2 _1).

Uppgift 5. Enligt rdknelagar fér determinanten 4r det(C) det(A) = det(CA) = det(-I) = (-1)*.
Séledes blir det(ABC) = det(A) det(B) det(C) = (—1)* det(B) = det(B). B 4r en 4 X 4-matris, s&
Gauleliminationen ska utnyttjas for att berdkna dess determinant:

1 7 0 -6
2 11 -4 -14

B = =
det(B) = det| 1 -1 4 16 det

1 1 0 -14

1 7 0 -6
0O -3 —4 =2
= det 0 o0 -1 6|7 det

0O 0 8 -4

~

0 -6

=1-(-3)-(-4)-8=96.

o oo+~ oo or
I
o)
o
I
S

Svar: det(ABC) = 96.

Uppgift 6. (a) Overgdngsmatrisen dr

1—a a
M‘( b 1—b)'



Den stationara férdelningen bestims som egenvektorn till matrisen M’ som svarar mot egenvir-
det 1. Man behover alltsa 16sa ut x och y ur ekvationssystemet

2B G)=C) = G 5)6)=0

sa att de normaliseras enligt x + y = 1. Da l6ser man ekvationssystemet

b
{ax—by:O {(a+b)x:b =T
=3 =3
x+y=1 (=b-a)y=-a _a
S
Svar: Overgdngsmatrisen dr M = (1 ; ¢ 1 f b)'
Den stationira férdelningsvektorn dr x = (ﬁ a:—;b)

(b) Lat noden v, svara mot vokal, och noden v, mot konsonant. D4 blir a = 0,96 och b = 0,55, dir
a, b har samma betydelse som i deluppgiften (a). Den stationira férdelningen dr

t (b a ) _ [ 055 09 \ _ (55 96
X = (m m) - (0,96+0,55 0,96+0,55) - (151 151) :
Svar: Sannolikheten att den slumpéssigt valda bokstaven &r en vokal 4r 2 (d.v.s. 36,4 %), medan

151
sannolikheten att det 4r en konsonant r % (d.v.s. 63,6 %).

Uppgift 7. Antag att v; och v, dr A:s egenvektorer som svarar mot egenviardena A, och A,. Nér
u skrivs som en linjar kombination av dessa egenvektorer, d.v.s. u = av; + bv,, ddr a,b € Rar
vektorn u:s koordinater i basen 8 = {vy,v,},sd

A"u = A'(avy + bvy) = aA"v; + A"V, = alAlv; + bAYv,.

Om gransvardet ska existera, s far a respektive b bli nollskilt endast ifall 1; € (-1, 1] respektive
Ay € (—1,1]. Lat oss darfor bestimma A:s egenvirden och egenvektorer.

7-A 10

det(A—/H):det( 3 _a-1

) = (7-A)(-4—1)—10-(-3)
=22 -31-284+30=A2-31+2=(1-1)(1-2).

Sedan finnes egenvektorer:

A =1 ° 1 30 o sxqsy=0 o -(°
1= 3 -5 7 lo o Xy = Vi=l|\3)

Ay =2 > 10 L2 +2y=0 = =(°
2= 3 —6) "o o xTey= V2= )
Om

e R SR B G

Koordinaten b maste vara lika med noll (annars existerar griansvirdet ej), vilket innebar att vek-
torn u dr en multipel av vektorn v;. Med andra ord,

5 5a 5=5a a=1
u=avy, << = = A=
c —3a c=-3a c=-3



Om ¢ = -3, sa blir grdnsvardet lim, ., A"u = (5, —-3)".
Svar:c = —3.
Uppgift 8 (utan likheten av egenvektorer). Eftersom matrisen A — 21 &r inverterbar, si kan man

skriva om identitetsmatrisen I = (A — 2I)(A — 2I)7?, vilket méjliggor att bryta ut (A — 2I)~* &t
hoger ndr man férenklar determinanten det(A(A — 2I) — AI).

det(A(A —2I)™" = AI) = det(A(A—2I)"" = MA - 2I)(A—2I)7")
= det((A - A(A—-2D))(A-2D)7")
= det(A — A(A—2I)) det((A—2D)7")
det(A—A(A-2I)) det((1 — 1A+ 2AI)
T det(A-20)  det(A-21)

ddr determinanten i ndmnaren sdkert dr nollskild eftersom 2 inte &r ett egenvérde till matrisen A.
Séledes r det(A(A — 2I)™! — AI) = 0 om och endast om

det((1 = A + 2AI)
det(A — 2I)

=0  vilketdrekvivalentmed  det((1 — A)A + 2AI) = 0.

I nésta steg vill man bryta ut faktorn (1 — 1), vilket inte gar bra ifall A = 1. Man behéver alltsa gor
en enkel falluppdelning.

Fall1 (A = 1): det((1 — 1)A + 2AI) = det(2I) = 2" # 0.
Darfor dr A = 1 inte ett egenvirde till A(A — 2I).

Fall2(A # 1):  det((1— DA+ 2AI) = (1 - 1) det(A + %1) == det(A - —AZ_Al )

Séledes det((1 — 1)A + 2AI) = 0 om och endast om det(A — /%I ) = 0. Nér man kombinerar alla
steg ovan, sa har man visat ekvivalensen

_ol D) = _ 2
det(AA=2D)7 =) =0 & det(4 A_ll)—o.

Det innebdr att A &r ett egenvirde till A(A — 2I)~! om och endast om talet /12—_’11 ar ett egenvirde till

matrisen A (vars egenvarden betecknats y, . . ., pix). Det kvarstar att uttrycka A i termer av p;:
21
oK e == e 2d- =y
—Hj Hj
@ =m)d = 2=y pi—2
Svar: Talen A; = %, ddrj =1,2,...,k, dr egenvirdena till matrisen A(A — 2I)~%.

Uppgift 8 (m.h.a. egenvektorer). Lat A och v vara ett egenpar till matrisen A(A — 2I)~*. Definiera
u = (A-2I)"'v.Eftersom v = (A — 2I)u, 4r u inte lika med nollvektorn. D4 giller det att

AA-2D)"'v=Av & Au=AA-2Du
& Au=AAu-2lu & (1-A1)Au=-2Au.



Denna ekvation visar att A # 1 eftersom man annars skulle fa ett ogiltigt samband 0 = —2u. Man
har alltsa visat sambandet Au = f—_’llu. Med andra ord 4r talet /12—_’11 ett egenvirde till matrisen A
med egenvektorn u. Saledes

% =p o 2l=pA-1) o AQ2-mp=-p S A= ”j‘uiz
for nagotj=1,2,..., k. Dessutom ser man att
v=(A-2Nu=Au-2u=pu-2u=(y-2)u,
vilket visar att matriserna A och A(A — 2I)~* har likadana egenvektorer.
Svar: Talen A; = %, ddrj =1,2,...,k, dr egenvirdena till matrisen A(A — 2I)~".

Uppgift 9. (a) nygrannmatris dr grannmatrisen fér den underliggande grafen (dir man behéllit
kanter fran en nod till sig sjdlv). Elementet i r:te raden och k:te kolumnen i matrisen svar inne-
haller 1 om det finns ndgon vig fran nod r till nod k i den underliggande grafen. Med andra ord
ar matrisen svar grannmatrisen for det sammanhéngande héljet av den underliggande grafen.

(b) For korthetens skull ska hjalpmatris:en efter i:te iteration enligt det ursprungliga skrip-
tet betecknas med Hj, hjalpmatris:en efter i:te iteration enligt det nya skriptet med K; och
nygrannmatris:en med N. Da giller det att

2 2
Hy= ) N Ky=N?+N=) ¢ N
j=1

j=1
4 22
Hy= ) N; Ky=Ki+N=N'+2N>+ N+ N = > )N/
= =1
8 23
HS:ZNJ‘; K3:Kg+N:N8+4N7+6N6+6N5+5N4+2N3+N2+N:Zc3,ij
j=1 =1

2! 2!
Hy = Z: NJ; Ki=K’,+N= Z; ci N7,
J= J=

dér koefficienterna c; j dr positiva heltal.

Medan elementen i matriserna H; anger antalet vdgar av langden hogst i i den underliggande
grafen, sd anger elementen i matriserna K; antalet multiplicerat med positiva konstanter f6r vagar
av langden hogst 2'. Det man vill ta reda pa dr huruvida det finns ndgon vig mellan noder oavsett
vagens langd och oavsett exakta antalet sddana vdgar, sd det gar alldeles bra att anvinda sig av K;
for att skapa matrisen svar.

Sista iterationen i det nya skriptet svarar mot vigar av ldngden hogst

ollog, storlek] > olog, storlek _ storlek,

sa 6vre gransen for variabeln i i for-slingan funkar ocksa bra, ty varje tvd noder med en vig sinse-
mellan i den underliggande grafen kan kopplas ihop med en vig av lingden hogst storlek — 1.

Svar: Den optimerade funktionen returnerar samma svar som den ursprungliga versionen.



