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TMV206: Linjar algebra

Uppgift 1. Avstdndet berdknas som langden av projektionen av en vektor, som bérjar i punkten
A = (3,4, -1) och gér mot nagon punkt i planet, pd planets normal. Normalen kan hittas m.h.a.
kryssprodukten av tvd av planets riktningsvektorer. Antag att de givna tre punkterna betecknas
med P, Q och R. D4 blir

—4 -2 -8 2
— — — =
PO=|4], PR=|0|, POXPR=|-4|=-4|1
-2 -2 8 -2

Normalvektorn ir alltsd n = (2, 1, —2)". Avstandet blir

— —

AP en |AP en|  |(-2,-6,4) ¢ (2,1,-2)] |-4—-6-8] 18

d:H ZnH: = = = — =6le.
In]| In]| V22 + 12 + (=2)? 3 3

Svar: Avstandet fran punkten (3, 4, —1) till planet 4r 6 l.e.

Uppgift 2.
-1 8 9
— — —
PQO=]| 381, PR=|-1 och  QR=[-9].
4 4 0

(a) Vinklarna bestims m.h.a. skaldrprodukten.

— =
PQ « PR —-8—8+16 o

a=/(LP: cosa = — —— = 59 =0 = a=90;
IPQII - || PR]]
@5-@? 9+72+0 1

B=10: cosf=———= =— = [f=45%
IQPI - ORIl °-9V2 V2

Yy =/R: y =180° —a — f = 180° — 90° — 45° = 45°.

(b) Triangeln dr ritvinklig med kateterna PQ och PR. Arean ir alltsa
1 9-9 81
A==|[PQ| - IPR|| = —— = = ae.
POl PRI = 2= = = ae
Anmdrkning: Alternativt skulle man kunna berédkna arean m.h.a. kryssprodukten, namligen

1, — — 1, — — 1, = —
A=§||PQ><PR|| eller AZEHQPXQRH eller A:EHRQXRPH.

Uppgift 3. Lat avbildningen f representeras av matrisen A, medan avbildningen g av matrisen B.
Da ger bassatsen och figur att

_ [ cos(60°) sin(60°)) _( 1/2  +3/2 (-1 0
A= — 5in(60°) cos(60°))_(—\/§/2 1/2) och B_(o 1)‘



(a) Sammansittningen g o f representeras av matrisprodukten BA, d.v.s.

-1 0\( 1/2 ~3/2\ _(-1/2 —+3/)2
0 1/\-v3/2 1/2 _(—\/5/2 1/2 )

(b) Sammansittningen £~ o g~! representeras av matrisen A”'B™! = (BA)™!, d.vss.

Bayt = [ 2 V3 1 (12 VB2 _(-12 32
=32 12 V3/2 -1/2 ‘(—x@/z 1/2 )

=
Uppgift 4. (a) Varje bas i R? bestar av en trippel av vektorer som &r linjért oberoende. B har 3 st
vektorer, sa man behéver bara avgora huruvida de ar linjért oberoende.

ba=

| | | 8 1 4
1
det|lu v wl|= gdet 4 —4 -7
| | | 1 8 -4

- %(8(—4)(—4) +1(=7)1+4-4-8-1(-4)4-8(-7)8 — (-4)4 - 1)

128 — 7+ 128 + 16 + 448 + 16 729
=_=1%#0
93 93

Vektorerna u, v och w ér alltsa linjért oberoende, s& B ér en bas i R>.

(b) Man ska bestimma om vektorerna &r parvis vinkelrdta och om deras langder dr lika med 1.

u-v:8—11(8-1+4-(—4)+1-8):0, u] = “82+942+12 :‘/98_1:1,
Wew= (@ 44 (D=0 V= ”12+(;4)2+82 . ‘/98_1:1,
vewe 8_11(1-4+(—4)-(—7)+8-(—4)>:o, Iwll = \/42+(_79)2+(_4)2 ) \/98_1 -

Basen B 4r alltsa en ON-bas.

(c) L&t B vara den matris vars kolonner ar u, v och w. Om E 4r standardbasen, s& ar = Bag, vilket
gor att ag = B~ 'ag. Eftersom B &r en ON-bas, giller att B™! = B, De sdkta koordinaterna blir

8 4 1 1 10

¢ 1 1
ap=Bag=-|1 -4 38 0|=-117
9 4 =7 —4)\2 ? —4

Anmdrkning: Alternativt kan koordinaterna berdknas m.h.a. skaldrprodukten (eftersom B &r en
ON-bas), ndmligen a « u = %, aev= % ochaew= %4 ar koordinaterna for a i basen 8.

Uppgift 5. Determinanten av en diagonalmatris &r lika med produkten av diagonalelementen, sa
det(A"'BA) = 1-(-1) - 2 - (—2) = 4. Enligt rdkneregler for determinanter &r

det(A™'BA) = (det A) ' det Bdet A = det B, si detB = 4.



Eftersom det(AB?) = det A(det B)> = 16 det A, kvarstar det bara att berdkna determinanten av
matrisen A, vilket gors m.h.a. eliminationen.

1 -3 6 =5 1 -3 6 -5
-3 3 2 4 + 0 1 -4 2
det = det ]
-1 1 1 1 + 0 -2 7 —4 +2
-2 -6
3

3 -2 -3 0 7 -24 13 =

1 -3 6 -5 1 -3 6 -5
0 -4 2 0 —4
= det = det =1-1-(-1)-(-1)=1
o 0 -1 o 0 1 (=1)-(-1)
004—1]+4 0 0 0 -1
Svar: det(AB?) = 16.
Uppgift 6. (a)
k_\
(1) (2]
0 01 0
1 0 0 1
G =
01 0 O
01 0 O
(3) (4]
(b)
0 01 O
1 1
ol 003
01 0 O
01 0 O

(c) Den stationira férdelningen f&s som den normerade egenvektorn for matrisen M' som svarar
mot egenvirdet 1. Saledes 18ses ekvationssystemet (M' —I)x = 0. GauR-Jordan-eliminationen ger

-1 7 0 0 1 32 0 0 1 34 0 0 1 34 0 0
Moop—|© -1 1 1| _fo 1 -1 -1 Jo 1 -1 -1f jo 1 -1 -1
1 0 -1 0 0 3 -1 0 o0 % 2] oo 1 -1
o 7 o -1/ \o 3 o -1/ \o o 2 3/ \0o 0o o0 o0

1 30 0 100 -1

0 1 0 -2 |01 0 -2

“lo o 1 -1 7[00 1 -1

0 0 0 0 000 0

Den sokta egenvektorn dr v = (t, 2t, t, t) for ndgot tal ¢ € R. En fordelning anger sannolikheten
att man befinner sig i respektive noder, vilket innebér att summan av elementen i den stationédra
fordelningen ska vara lika med 1, d.v.s., t + 2¢ + t + ¢t = 1. Sdledes t = 1/5.

1 2 1 1
5)-

Svar: Den stationdra férdelningen ar x' = (5,55

Uppgift 7. Om man noterar att A> = —A, s& fir man helt enkelt att

A64 — (A2)32 — (_A)32 — (_1)32A32 — A32 — (A2)16 - ... = (_A)Z — (—1)2A2 — AZ = —A.



064___9—62_12
Sa A**u = Au—(12 _sl 1] = 16):

Om man inte noterar att A2 = —A, si kan man diagonalisera matrisen A fér att kunna berikna
godtyckliga heltalspotenser av den. Lat oss borja med att bestimma matrisens egenvérden.

det(A — AT) = det (_21_2/1 . ° ,1) —(“9-A)(8=A)—6-(=12) = A2+ A = AL + 1).
Egenvirdena dr alltsd A; = 0 och A, = —1. Nu ska man bestdmma motsvarande egenvektorer.
L—o. —9-0 6\ _(-9 6 (=32 _ _ _|[2

1= ~12 8-0/ \-12 8) "o o 1713
R —9+1 6 \_(-8 6 (-3} _ _ _[3
2= ~12 8+1/ \-12 9) "o o V2= 4

Lat P = (vq,V,). Da blir
pi_ L (4 By _ 1[4 -3)_(-4 3
detP \-3 2 -1\-3 2 3 =2/

Saledes A = PDP!,didr D = (g _01) och sa

64 __ —1\64 __ 64 p—1 __ 0 0 -1
A% = (PDP™1)® = pD%p —P(O (_1)64)19

ARG 696 4
e -

Uppgift 8. (a) Lat A € C vara ett egenvirde av matrisen A med egenvektorn v. Da géller att Iv = v,

Av = Av, A’>v = A(Av) = A(Av) = A*v och A*v = Av. Nir den givna ekvationen multipliceras
med v fran hoger, sa far man

Darfor

Av+2Av —Av=2lv & Iv+2v-Lv=2v & Vv-2%v—Av+2v=0
o PBo22-1+2v=0 & P_22-1+2=0 o ANA-2)-(A-2)=0
& MP-1)A-2)=0 o GA+1)A-1)A-2)=o0.

Svar: Om en matris uppfyller den givna ekvationen, sa kan dess egenvirden vara —1, 1 och 2 och
inget annat.

(b) Eftersom 0 inte 4r med bland de méjliga egenvirdena, dr matrisen A inverterbar.

Anmdrkning: Om man inte klarat av deluppgiften (a), sa kan man undersdka inverterbarheten pa
ett annat sitt. Matrisen A dr ndmligen inverterbar om och endast om Av # 0 for allav # 0. Man
kan alltsé bestimma vilka vektorer v som uppfyller Av = 0.

Antag att Av = 0 och multiplicera den givna ekvationen med v fran hoger. Da far man

Av+2Av—Av=2lv & 0+240-A%0=2v & 0=v.

Det finns alltsd en enda vektor v som ger Av = 0 och det dr v = 0. Sledes &r A inverterbar.



Uppgift 9. (a) I slingan berdknas héga potenser av den stora matrisen VLmatris, vilket krdver
ett antal matris-matris-multiplikationer som tar sin tid. Dessa potenser kan ersittas med matris-
vektor-multiplikationer dd man &teranvinder hjalpvektorn fran féregiende steg. T.ex. sd har:

while norm(hjalpvektor) > tolerans
hjalpvektor = VLmatris * hjalpvektor;
losning = losning + hjalpvektor;

end

(b) Neumannserien

(I-A)'b = Z Ak
k=0

konvergerar for alla hogerledsvektorer b bara om matrisen A har liten norm. Det som behéovs for
att kunna garantera konvergens ar alltsa att ||A|| < 1.

Den givna matrisen
4 1
A=

har en stor norm, vilket gor att toleransen blir negativt och villkoret
norm(hjalpvektor) > tolerans

ar alltid uppfyllt. Dessutom vixer termerna A¥b exponentiellt d4 k vixer. Saledes avbryts while-
slingan inte férrin ett undantag hinder, medan losning vixer 6ver det hogsta majliga tal som
MATLAB kan hantera (p.g.a. "integer overflow” ersitts ndgra element med Inf, d.v.s. oo, och sedan
skulle man behova berdkna Inf - Inf vilket ger NaN).



