Diskret matematik D ht 2005: Veckoblad lasvecka 3

1. De s.k. harmoniska talefi,, H,, Hs, ... ges av

Visa att det for alla positiva heltal galler att

H;=(n+1)H, —n.
1

n

J

(Nar n ar stort galler attH,, ~ Inn; mer precist géller attf,, — 1 < Inn < H,_;.
Denna observation &r ofta till stor nytta nar man vill forsti arbetskravande vissa stora
datoralgoritmer ar.)

2. En algoritm som ofta anvands for att sortera listor i (tafabetisk) ordning ar den s.k.
Quicksort-algoritmen, som tar en osorterad listach matar ut den sorterade list@5'(L).
Algoritmen definieras rekursivt pa féljande satt:

e Om L ar tom eller innehaller endast ett element lamhagorandrad, dv&)S(L) =
L.

e Om L innehaller minst tva element véljs en godtycklig pesich denna jamfors med
alla andra poster, varvid dessa samlas i tva gruppax; poster som ska komma fore
x och B av poster som ska komma efterPa de kortare listornd och B tillampas
sedan QS. Med andra or@S(L) = QS(A) x QS(B).

Anvand induktion till att visa att algoritmen fungerar. (#lera garna éver hur manga
jamforelser som man kan forvanta sig totalt behover goras @iitid valjs pa mafa. De
harmoniska talen kommer in har.)

3. Ett lyckohijul har 36 positioner. Lille Axel har fatt i uppab att placera ut talen 1 till 36
pa varsin position pa ett sadant séatt att det ingenstanstfianal i rad som summerar sig
till minst 55. Axel provar, funderar och sliter sitt har omrtzmnat, men ingenting tycks
fungera. Hjalp den stackars Axel att slippa ifran sitt hdgispl arbete genom att bevisa att
uppdraget faktiskt ar omgjligt.

Tips: Kalla talen som placeras ut pa positionetna, . . ., 36 for x,, xo, . . . respektiverss
och lats; = z1 + xo + X3, S9 = T9 + T3 + T4,....536 = Tas + T1 + To. Visa att summan av
s;:na ar storre &n vad den skulle kunna vara om Axels uppdragmadjligt. (N&r man loser
denna uppgift anvander man, formodligen utan att tinka sketya det, det sjalvklara
faktum atti en mangd av reella tal finns alltid ett tal som anshiika stort som medelvéardet
av alla talen i mangden. Detta faktum &r kant som en variafiaehlets ladprincip)

4. Finn tva heltal: ochv sa att127u + 201v = 1.



Lésningar

1. Anvand induktion: Eftersonf/; = 1 géller pastaendet i uppgiften dd= 1. Fixera nu ett
heltal k > 2 och antag aty>}~{ H; = kHj_, — (k — 1). Om vi kan visa att det d& maste
géalla att

k
S Hy = (k+1)Hy —k

7j=1
foljer det 6nskade resultatet av induktionsprincipen. Men

k—1
ZH Hy+Y Hj=Hy+kH,_y — (k—1)

Jj=1 Jj=1
1
:Hk+k(Hk—E)—k+1:(k+1)Hk—k

som Onskat.

2. En lista med O eller 1 poster sorteras korrekt enligt destépunkten i specifikationen
av algoritmen. Fixera nu och antag att listor med 2,3,4,... eller— 1 poster sorteras
korrekt och betrakta vad som da hander med en lista medster. Eftersom de bada
dellistornaA och B har hogst: — 1 poster kommer bagge att sorteras korrekt. Enligt punkt
2 i specifikationen kommer hela listan att sorteras@#(A)xQS(B) och blir saledes
ocksa korrekt sorterad. Det foljer nu av induktionsprieci@tt algoritmen fungerar.

3. Summan ay;:na blir3 >3, k = 3-36 - 37/2 = 1998. Men om man skulle kunna placera
ut talen sa som Axel fatt i uppdrag att gora blir summan;ava htgsb4 - 36 = 1944, en
motséagelse.

4. Anvand Euklides utékade algoritm.



