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Losningar till tentan 2013-01-19

1. En logisk formel sdgs vara en tautologi om den &r sann oavsett sanningsvéirdena
pa de ingaende Booleska variablerna. Har har vi tre variabler p, ¢, r sa det finns
totalt 8 mojliga kombinationer av sanningsvirden. Det dr lite opraktisk att testa
alla mojligheter i varje deluppgift (totalt 32 fall), sa vi forsoker forenkla arbetet
forst. Alla fyra formlerna dr implikationer, och en implikation 4r alltid sann da
hypotesen &r falsk. Sa det enda intressanta fallet dr da hypotesen &r sann. For-
meln &r alltsd en tautologi om och endast om slutsatsen &r sann nér som helst
hypotesen dr det eller, ekvivalent, om hypotesen &r falsk nir som helst slutsat-
sen #r det. Sett omvint, for att bevisa att en av formlerna inte 4r en tautologi sa
rdcker det att hita en instans da slutsatsen ir falsk trots att hypotesen &r sann.

(a) Entautologi. Hir har r inget med saken att gora. Hypotesen sdger att p — ¢
samt att —q, dvs att ¢ &r falsk. Men da maste dven p vara falsk, sa slutsatsen
—p ar sann.

(b) En tautologi. Antag att slutsatsen &r falsk. Da dr p sann och minst en av
q, r dr falska. Men om ¢ vore falsk sa vore da dven p — ¢ falsk, sa minst
en av p — ¢ och r maste vara falsk, dvs hypotesen ér falsk.

(c) En tautologi. Hypotesen ér sann endast da p, ¢, r &r alla sanna. Men da dr
det ocksa sann att p implicerar bade ¢ och r.

2. Eftersom 5 ir ett primtal sd dr ¢* = 1 (mod 5) d& SGD(a, 5) = 1. Detta giller
for bade a = 2 och @ = 3 sa vi kan rikna enligt

218 = (21)1.22 =1*. 4 = 4 (mod 5),
38 =(39%.32=1*.9=4 (mod 5).

S42'18 4318 =4+4=3(mod5).
3. Vikan dela med tva och fa ekvationen 17x 4 14y = 4. Euklides framat ger
17=14+3, 14=4-3+2, 3=2+1,
och sedan bakat
1=3-2=3-(14-4-3)=5-3—14=5(17—14)—14=5-17—6- 14.

Multiplicera igenom med 4 for att fa 4 = 20 - 17 — 24 - 14. Sa en 16sning till var
Diof. ekv. dr xy = 20, yo = —24. Den allminna I6sningen blir

—apt (2 ) €z
T = To d n, Y =1%Y d n, n .



Hir dr a = 17, b = 14, d = 1 sa den allménna 16sningen dr

r=20+14n, y=-24—17n, neZ.

4. Enligt den Kinesiska Restsatsen sa finns det en unik 16sning modulo 17 - 10 =
170, som ges av

2 = 3(10by) + 2(17by) (mod 170), (1)
dir 10b; = 1 (mod 17) och 17by = 1 (mod 10). Vi hittar by, by enligt

1=10by = —=7b; = by = —5 (mod 17),
1 = 17by = —3by = by = 3 (mod 10).

Insdttning ini (1) gerz = —3-5-104+2-3-17 = —48 = 122 (mod 170).

5. (a) Reflexiv: fRf druppenbart, ty f(0) = f(0) och f(1) = f(1), det spelar ju
ingen roll vad f ir.
Symmetrisk: Om f(0) = ¢(0) sa dr dven ¢g(0) = f(0). Samma sak for
r = 1.
Transitiv: Om f(0) = ¢(0) och g(0) = h(0) sa dr dven f(0) = h(0).
Samma sak for x = 1.

(b) En ekvivalensklass bestims av virdena f(0) och f(1), som annars kan va-
ra vilka tva reella tal som helst. M.a.o. finns det en naturlig bijektion mel-
lan ekvivalensklasserna och punkterna (u, v) € R2. For en linjér funktion
f(z) = ax + b géller att f(0) = boch f(1) = a + b. Linjen bestims ocksa
entydigt av dessa tva y-virden (b, a + b), sa det finns en unik linjar funk-
tion i varje ekvivalensklass och en bijektion (u, v) <> (b, a + b), given av
b = u, a = v — u. Sa en bijektion mellan ekvivalensklasserna och linjdra
funktioner ges explicit av

(u, v) <> f(x) = (v —u)x + u.

6. Om man ska fa en udda summa sa maste den ena kulan ha ett jamnt nummer
och den andra ett udda nummer. Sa den ena bollen dras fran {2, 4, 6, 8, 10} och
den andra fran {1, 3, 5, 7, 9}. Det finns 5 val for varje boll och didrmed, enligt
multiplikationsprincipen, 5 - 5 = 25 mojligheter for paret.

7. For att vara konkret, sitt Z3 = {0, 1, 2} och Z, = {0, 1, 2, 3}.

(a) Det finns 4 val for vart 0 ska skickas, sedan 3 val for 1 och sedan 2 val for
2. Sa antalet injektiva funktioner dr 4 - 3 - 2 = 24.



(b) Lat unviersum U besta av alla mojliga funktioner fran Z, till Z3. Da &r
|U| = 3% = 81, ty det finns 3 val per element och 4 element i definitions-
mingden (multiplikationsprincipen). Vi kan rikna bort de funktioner som
inte #r surjektiva m.h.a. sallprincipen. Definiera f6ljande delmingder till

U:
A={f:Z4— Zs: f(Zs) C {0, 1}},
B:{f:Z4—>Zgif(Z4)g{O’ 2}}7
C:{fZ4—>ng(Z4)g{1» 2}}

Poingen ér att de icke-surjektiva funktionerna dr precis de som tillhor A U
B U C. Enligt séllprincipen sa &r

|AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|. (2)
Notera dessutom att

ANB={f:74— Zs: f(Zs) C {0}},
ANC ={f:724— Zs3: f(Zys) C{1}},
BNC ={f:74— Zs: f(Zy) C {2}},
ANBNC=¢, ty{0, 1} n{0, 2} Nn{1, 2} = ¢.

Sa|ANB|=]|ANC|=|BNC| =1ty alla tre midngder bestar av endast
en konstant funktion, medan att |AN BN C| = 0. Multiplikationsprincipen
ger ocksd att |A| = |B| = |C| = 2* = 16. Insittning av allting in i (2) ger
att AUBUC|=3-16—-3-1 = 45.

Sa antalet surjektiva fuktioner édr |[U| — |[AN BN C| = 81 — 45 = 36.

| 2 (mod 8) | 2* (mod 8) |

0 0
1 1
2 4
8. Vi kan rikna fram foljande tabell: 3 1
4 0
5 1
6 4
7 1

Sa varje heltalskvadrat dr kongruent till 0, 1 eller 4 (mod 8). Sa en summa av tre
heltakskvadrater dr kongruent till

OVIV4)+(O0Vv1iVv4)+(0Vv1v4) (mod38).

Sedan ir det bara att kolla att denna summa kan aldrig bli 7 (mod 8), v.s.v.



