Inledande diskret matematik D, HT2014
Losningar till tentan 2014-08-20

1. En logisk formel sdgs vara en tautologi om den dr sann oavsett sanningsviardena
pa de ingaende Booleska variablerna. Har har vi tre variabler p, ¢, r sa det finns
totalt 8 mojliga kombinationer av sanningsvirden. Det &r lite opraktisk att testa
alla mojligheter i varje deluppgift (totalt 32 fall), sa vi forsoker forenkla arbetet
forst. Alla fyra formlerna &r implikationer, och en implikation dr alltid sann da
hypotesen &r falsk. S& det enda intressanta fallet &r da hypotesen dr sann. For-
meln &r alltsa en tautologi om och endast om slutsatsen &r sann nér som helst
hypotesen &r det eller, ekvivalent, om hypotesen ir falsk nédr som helst slutsat-
sen dr det. Sett omvint, for att bevisa att en av formlerna inte dr en tautologi sa
racker det att hita en instans da slutsatsen #r falsk trots att hypotesen &r sann.

(a) En tautologi. Hypotesen och slutsatsen sdger bade tva att r dr sann sa snart
minst en av p och ¢ ar det.

(b) En tautologi. Hur kan hypotesen vara sann ? Till att borja med sa maste —¢
vara sann, alltsa ¢ vara falsk. Men da maste p vara sann for att géra p V ¢
sann. Och om p — r dr sann, da blir r, som &r slutsatsen, ocksa sann.

(c) En ej tautologi. Om bade p och ¢ ér falska sa dr hypoteserna sanna men
slutsatsen falsk.

2. Eftersom 7 ir ett primtal sd ér a® = 1 (mod 7) da a inte dr delbart med 7, enligt
Fermats sats. Varken 2 eller 3 dr delbara med 7 sa vi kan rikna modulo 7 enligt:

2P =22 =12=1,
3 =(352.371=(1)?-5=5.

Sa22 4+ 3" =1+5=6 (mod 7).

3. Vikan delaigenom med 2 utan att dndra ekvationen och i stéllet 16sa 172 —13y =
5. Vi vet att det kommer att finnas 16sningar ty SGD(17, 13) = 1. Euklides
framat ger

17=13+4, 13=3-4+1,
och sedan bakat

1=13-3-4=13-3(17—-13) =4-13-3-17.



Multiplicera igenom med 5 for att fa 5 = 20 - 13 — 15 - 17, sa en 16sning till var
Diof. ekv. dr o = —15, yo = —20. Den allménna I6sningen ges av

x:x0+<§)n, y:y0+<g>n, n e 2.

Hir dr a = 17, b = 13, d = 1 sa den allménna 16sningen blir

r=—-15+13n, y=-20+17n, n € Z.
. Tanken &r att man ska bevisa det med induktion.
Steg 1: Kolla basfallet n = 1. VL = 1-0 = 0 och HL = £32 = 0.

Steg 2: Antag att

p
k=1 3
Vi vill deducera att
p+1
k=1

Vi kor med det vanliga tricket och delar upp summan i VL av (2) s.a. (1) kan
anvindas:

p+1 p
Yokk=1) =Y k(k=1)|+(p+1)p=
k=1 k=1

_ o+ 1?))(1’ “D 1) = p—@; D (p—1)+3 = 22t 1;@ s

. Den “vanliga” formeln for 16sningarna till en kvadratisk ekvation géller sa ldnge
allting maker sense i sammanhanget. Dvs det finns foljande sats:

Sats. Ldt n vara ett positivt heltal och a, b, ¢ heltal sadana att SGD(a, n) = 1.
Den kvadratiska kongruensen

az® + br +c =0 (mod n)

dr losbar om och endast om b — 4ac dr en kvadrat i Z,. I sd fall ges losning-
en/arna av

r=(2a)""- (—b + M) (mod n).



7.

Hirdrn = 7,a = 1,0 = -2, ¢ = —1.84b* —4ac = 8 =1 = (+1)% Sa
kongruensen ér 16sbar och 16sningen ar

r=2"-2+1)=4-2+1) =
=z,=402+1)=12=5, 1,=4(2-1)=4.

SVAR: Tva losningar: x1 = 5 (mod 7), 22 = 4 (mod 7).

Det finns (1) sitt att vélja de tvd kvinnliga talrollerna och (%)

de manliga talrollerna. Enligt multiplikationsprincipen finns det (127) (
tillsétta talrollerna.

sdtt att vilja

1) siitt att

Nir talrollerna dr tillsatta kommer det att finnas 15 flickor och 10 pojkar kvar.
(a) Om alla 7 statister ska vara manliga sa finns det (170) sdtt att vilja dem.

(b) Om bland de 7 statisterna det maste finnas minst tva av varje kon, sa har vi
foljande fyra mojligheter:

i. 2 flickor och 5 pojkar.

i1. 3 flickor och 4 pojkar.
ii1. 4 flickor och 3 pojkar.
iv. 5 flickor och 2 pojkar.

Enligt samma slags resonemang som tidigare sa finns det foljande antal alter-
nativ i var och ett av dessa fyra fall:
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Det totala antalet alternativ i (b) dr alltsa summan av dessa, dvs
15 10+15 10+15 10+15 10
2 5 3 4 4 3 ) 2 )
(a) Antag att g o f dr bijektiv, pa en médngd S sdg. Speciellt dr den surjektiv sa
for varje s € S finns det s’ sadan att (go f)(s') = s. Om vi sétter s = f(s)
da har vi g(s”) = s, sa g dr surjektiv.

Nir det giller f, antag motsatsen till det som pastas och att f inte dr injek-
tiv. Da maste det finnas s; # s, sadana att f(s;) = f(s2). Men da &r ocksa

(go f)(s1) = g(f(s1)) = g(f(s2)) = (g o f)(s2), sd g o f &r inte heller

injektiv, en motsdgelse.



(b) Lat S = N och definiera f, g : S — S enligt f(s) = 2s, g(s) = |s/2]. Da
ar go f = idg sa den dr bijektiv. Men f ir inte surjektiv, ty f(S) innehaller
inga udda tal, och g dr inte injektiv ty g(2s) = ¢g(2s+1) = sforallas € S.

8. Vi soker en 16sning till den Diofantiska ekvationen x? — y? = 222, dér 2 #r udda.
Det finns dock ingen 16sning, ndgot som kan ses littast genom att tinka modulo
4. Eftersom 2 #r udda sd méste z? = 1 (mod 4) och sdledes dr HL = 2 (mod 4).
Men varje heltalskvadrat dr kongruent till 0 V 1 (mod 4) och VL ir sédledes
kongruent till (0—0)V(0—1)V(1—-0)V(1—1) (mod4) =0V3V1 (mod4).
Sa VL kan inte vara kongruent till HL modulo 4.



