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OBS!

Motivera dina svar val. Det ar i huvudsak beridkningarna och motiveringarna som ger poéang,
inte svaret. I uppgift 5 behéver man inte rdkna ut svaren som decimaltal.

Uppgifterna

1. Vilka av foljande argument &r giltiga ?

a— (bVec) a— (bAc)
-b — —c b— —c
cVa cVa

b b

2. Lat (ap)52, vara talfoljden som definieras rekursivt av
a=-1, a1=1, ap=Tap_1—10a,_9 Vn > 2.

(a) Berikna direkt asq (dvs utan att anvénda formeln i (b) nedan).
(b) Bevisa att a,, = 5" — 27! for alla n > 0.

3. (a) Bestdm 2197?83 (mod 365).

(b) Lat oss forvranga verkligheten lite och anta att varje ar har 365 dagar (29 februari
ar instilld !). Vad skulle datumet vara om 21972883 dagar ?

Var god vind!

(6p)



4. (a)

(b)

Bestdm den allménna l6sningen till den Diofantiska ekvationen
38x + 55y = 60.

Bestédm &ven den 16sning (x, y) sadan att |z| 4 |y| 4r minimalt.

Bestam det minsta positiva heltalet x som uppfyller 38z = 2 (mod 55).

5. Liverpool spelar i Premier League tillsammans med 19 andra lag. En séisong bestar av 38
matcher, en hemma- och en bortamatch mot var och ett av de 6vriga lagen.

(a)
(b)

Hur méanga mojligheter finns det for Liverpools spelschema om det enda kravet ar att
de ska alternera mellan hemma- och bortamatcher ?

P& hur manga sitt kan Liverpool fa ihop foljande slutfacit, om man tar hénsyn till
vem de slog, spelade oavgjort mot resp. forlorade mot ?

Hemma: 11 vinster, 6 oavgjorda, 2 forluster

Borta: 8 vinster, 6 oavgjorda, 5 forluster.

Hur manga mojligheter finns det f6r deras slutfacit (HV,HO,HF,BV,BO,BF) ?

OBs! Hér tar man inte hansyn till vilka de slog osv, bara till antalet hemmavinster
(HV) osv.

Bevisa att det inte finns nagon enkel graf med 8 noder déar noderna har graderna
1,1,1,2,3,4,5, 7.
Om G &r en enkel graf sa dr dess komplement G¢ den enkla grafen som har samma

noder som G och precis de kanter som G saknar.

i. Rita upp bade K3 3 och dess komplement.

ii. Bevisa att for varje enkel graf G géller att minst en av G och G° maste vara
sammanhingande.

7. Lat Z* beteckna méngden av alla heltal forutom noll. Definiera en relation R pa Z* enligt
regeln

aRb <« det finns rationella tal x och y sadan att 7 = 22 4+ 92

Bevisa att R ar en ekvivalensrelation.

Lycka till!

(5p)

(2p)

(3p)

(3p)

(4p)



(a)

(b)

(a)
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Argumentet &r giltigt. Antag att slutsatsen var falsk men hypoteserna sanna. D& &r
b falsk, sa —b ar sann. Eftersom —b — —¢ sa medfor detta att —¢ ar sann, och dédrmed
att c dr falsk. For att gora ¢ V a sann maste da a vara sann. Men detta sdger emot
att a — (bV ¢) for vi har redan visat att bade b och c &r falska.

Argumentet dr ogiltigt. T.ex. om a och b &r falska medan c¢ ar sann, sa ar alla hypo-
teserna sanna men slutsatsen é&r falsk.

Vi berdknar i tur och ordning
ag = Ta; — 10ap = 7(1) — 10(—1) = 17,
az = 7a2 - 10a1 = 7(17) - 10(1) = 109,
ag = Tag — 10ag = 7(109) — 10(17) = 593.
Vi for ett starkt induktionsbevis.
Steg 1: Basfallet n =0. VL =aqp = —1. HL =5 -2 =1 -2 = —1 = VL, vs.v.

Steg 2: Antag att a, = 5"—2""! for allan < p. Vi vill deducera att a,, = 5P —2°P+2,
Enligt rekursionsformeln och induktionsypotesen har vi att

api1 = Ta, — 10a,_1 = 7(5P — 2Pty —10(5P~1 — 2P) = 5P~ 1(7.5 - 10) — 2(7- 2 — 10) =

=925.5P71 — 4.9 =52.5P71 _ 92 . 9p —gptl _op¥2 gy

365 = 5-73 82 B(365) = (5— 1)(73—1) = 4- 72 = 288. Sedan ir 2197 = 6365+ 7 si
2197 = 7 (mod 365). Eftersom SGD(7, 365) = 1 kan vi tillimpa Eulers sats som ger
oss att 728 =1 (mod 365). Slutligen har vi d& att

21972883 = 72883 — (7288)10 . 73 — 110 . 73 = 73 = 343 (mod 365).

Eftersom 343 = —22 (mod 365) sa kommer datumet da att vara 22 dagar fére dagens
datum, alltsa den 2 oktober.

Vi kér Euklides algoritm pa (55, 38). Forst framat

55 =38+ 17,
17=4-4+1,
sedan bakat
1=17—-4-4
=17—-4(38—2-17)
=9-17-4-38
=9(55 —38) —4-38
=9-55—-13-38.
Om vi multiplicerar igenom med 60 far vi da

60 = 540 - 55 — 780 - 38

sa en losning till den Diofantiska ekvationen &r xg = —780, yo = 540. Den allménna
16sningen ges av

+ b (a) SV

r=x - =y0— (= .

0 d n, y Yo d n, n

Har dr a = 38, b = 55, d = 1 sa den allménna l6sningen blir
x=—780+455n, y=>540—38n, n € Z.

For att miminera |z| + |y| véljer man n = 14 och far 16sningen = = —10, y = 8.



(b) Vi har sett ovan att
1=9-55-13-38.

Modulo 55 séger detta att 1 = (—13)- 38, alltsa att —13 &r inversen till 38 modulo 55.
Saledes om 38z = 2 (mod 55) sa ér x = (—13) - 2 = —26 = 29 (mod 55). Det minsta
positiva talet som uppfyller detta &r naturligtvis 29.

5. (a) Det finns 19! sdtt att ordna hemmamatcherna, och lika manga sétt att ordna borta-
matcherna. Sedan maste man ocksa vilja om forsta matchen &r hemma eller borta.
Saledes blir antalet mojliga scheman 2 x (19!)2.

(b) Det finns (ﬁ)) sétt att véilja de 11 hemmavisnterna och sedan (2) sétt att vilja de
oavgjorda hemmamatcherna. Det finns (189) sitt att vilja bortavinsterna och sedan
(161) sitt att véilja de oavgjorda bortamatcherna. Det totala antalet mojligheter blir
saledes (1) x (3) x () x ().

(¢) For att underlétta med notationen lat a, b, ¢, d, e, f beteckna respektivt antalet HV,
HO, HF, BV, BO, BF. Vi soker antalet l6sningar i icke-negativa heltal till paret av
ekvationer

a+b+c=19, d+e+ f=19.

I bada fallen handlar det om att placera 19 identiska bollar i 3 atskiljbara lador,
nagot som kan goras pa (19;5’1_ 1) = (221) = 210 sédtt. Antalet mojliga facit dr saledes

2102 = 44100.

6. (a) Vi for ett motsdgelsebevis och antar att en sadan graf finns. Kalla noderna for
v1, V2, ..., vg. Det finns en nod av grad 7 sa den maste vara kopplad till alla andra
noderna. WLOG &r denna nod v1. Det finns tre noder av grad 1 och WLOG é&r dessa
V9, v3 och v4. S& v1 dr den enda noden som dessa tre &r kopplade till. Men det finns
en nod av grad 5, som WLOG é&r vs. Den ér kopplad till fem andra noder och saledes
maste vara kopplad till minst en av vs, v3 och v4 - motséigelse !

(b) i. Se bilden pa det bifogade bladet.

ii. Antag att G &4r osammanhingande. Vi maste bevisa att G¢ ar i sa fall sam-
manhéngande. Eftersom G &r osammanhéingande sa bestar den av minst tva
sammanhéngande komponenter. Lat C7, Co, ..., C; beteckna dess komponenter
och lat v, w vara tva godtyckliga noder i G. Vi maste bevisa att det finns en vig
fran v till w i G¢. Vi betraktar tva fall:

Fall 1: v och w tillhor olika komponenter i G. I sa fall finns det ingen kant dem
emellan i G och déarfor finns det en sadan kant i G¢. Sa det finns en vig av lingd
1 fran v till w i G°.

Fall 2: v och w tillhér samma komponent i G. Eftersom G har minst tva kompo-
nenter sa finns det minst en nod z som tillhér en annan komponent &n den som
innehaller v och w. Da finns det ingen kant i G mellan z och varken v eller w.
Foljdaktligen finns det en kant i G¢ mellan z och var och en av v och w. Saledes
kan man ta sig i G¢ fran v till w via z, alltsa via en vig av ldngd 2.

7. Reflezivitet: ¢ =1 = (t.ex.) = 12 + 02
Symmetri: Antag att ¢ = 2 + 9% Da &r

b 11zt z 2 N y 2

a a/b  x2+y? (224922 \a2 42 2?2+y?)
Notera att det #r tillatet ovan att dela med x2 + 32, ty 7 # 0. Om x och y &r rationella
tal sa ocksa ar $21y2 och xﬁyQ. Sa vi har visat att bR a.
Transitivitet: Antag att a R b och att bR c. Da finns det rationella tal z, y, z, w sadana
att

b
g:x2+y27 f:Z2+'LU2.
b c



Saledes ar

% - (%) <i> = @+ ) +w’) = = (22 - yw)® + (2w + y2)*.

Talen zz — yw och zw + yz &r uppenbarligen ocksa rationella sa vi har visat att a R c,
V.S.V.



