Inledande diskret matematik D, HT2014
Losningar till tentan 2014-10-25

1. En logisk formel sdgs vara en tautologi om den &r sann oavsett sanningsvéirdena
pa de ingaende Booleska variablerna. Har har vi tre variabler p, ¢, r sa det finns
totalt 8 mojliga kombinationer av sanningsvirden. Det dr lite opraktisk att testa
alla mojligheter i varje deluppgift (totalt 32 fall), sa vi forsoker forenkla arbetet
forst. Alla fyra formlerna dr implikationer, och en implikation 4r alltid sann da
hypotesen &r falsk. Sa det enda intressanta fallet &r da hypotesen &r sann. For-
meln &r alltsd en tautologi om och endast om slutsatsen &r sann nér som helst
hypotesen dr det eller, ekvivalent, om hypotesen &r falsk nir som helst slutsat-
sen #r det. Sett omvint, for att bevisa att en av formlerna inte 4r en tautologi sa
ricker det att hita en instans da slutsatsen r falsk trots att hypotesen &r sann.

(a) En tautologi. Antag att hypoteserna dr sanna. Da maste p — ¢ vara sann.
Sa om p &r sann sa dr ¢ ocksa det. Om p dr falsk da dr p — ¢ sann, men den
andra hypotesen p V ¢ kan sedan vara sann endast da ¢ dr sann. Sa hur som
helst maste ¢ vara sann for att bade hypoteserna ska vara det, v.s.v.

(b) Ej en tautologi. Om bade p och ¢ ir falska sa dr bade p — g och p V —¢q
sanna, medan att slutsatsen ¢ ar falsk.

(c) Ej en tautologi. Om p ir falsk sa dr bade hypoteserna sanna, dven om slut-
satsen ¢ dr ocksa falsk.

(d) En tautologi. Om p A ¢ ska vara sann sa maste ¢ vara det.
2. Vi kan rikna modulo 11 enligt
21=2.22=(-1)-4=7,
3 =(3)=(-2*=16=5.
S42"+ 3 =7+5=12=1(mod 11).

3. Vikan dela igenom med 2 utan att dndra ekvationen och i stéllet 16sa 6z 4 37y =
8. Vi vet att det kommer att finnas 16sningar ty SGD(6, 37) = 1. Euklides framat
ger direkt 37 = 6 - 6 + 1, sa bakat ger direkt 1 = —6 - 6 + 1 - 37. Multiplicera
igenom med 8 for att fa 8 = —48 - 6 + 8 - 37, sa en 16sning till var Diof. ekv. dr

xo = —48, yo = 8. Den allminna 16sningen ges av
(Y (%) €z
T=ux - |n =y—(=|n, n .
0 d y Y Yo d )

Hir dr a = 6, b = 37, d = 1 sa den allménna 16sningen blir

xr=—-48+3"n, y=8—06n, ncZ.



4. Det finns 15 bokstiver, bland vilka vi har 2 férekomster av var och en av D, A,

L, samt 3 forekomster av R. Antalet ord ir saledes Wﬁ'g,

5. Ej reflexiv: Om fRf sa maste f(0) + f(1) = f(0) — f(1) gélla, dvs f(1) =0
maste gilla. Sa t.ex. f(z) = x #r ett motexempel.

Ej symmetrisk: Om fRgsamaste f(0)+ f(1) = g(0)—g(1) gélla medan att, om
gR fsamaste g(0)+g(1) = f(0)— f(1) gilla. Adderar man dessa tva ekvationer
far man 2f(0) = 2¢(0), och foljdaktligen f(0) = ¢(0). Sa for ett motexempel
ricker det att hitta f och g sadan att f(0) # ¢(0) men f(0)+ f(1) = g(0)—g(1).
Tex. tag f(z) =z, g(x) =2 — x.

Ej transitiv: Tag f(z) = z, g(x) = —2%. Dadr f(0)+ f(1) = 0+1=1 =
0—(=1) =g(0) — g(1) samt f(0) = ¢g(0) = 0 s&, enligt analysen for symmetri,
giller fRgoch gRf.Men (f, f) € Rty f(1) # 0 (se ovan).

6. SGD(2, 17) = 1 sa det finns en unik 16sning i Z;7, nimligen z = 27! - 9 =
9-9=281=13.

SVAR: z = 13 (mod 17).

7. Tanken ir att man ska bevisa det med induktion.
Steg 1: Kolla basfalletn = 2. VL =3+ 22 =7 <HL =32=0.

Steg 2: Antag att 3 + 2P < 3P. Vi vill deducera att 3 + 2P™! < 37t Man
kan gora sa hir t.ex.:

3420 =342.22<34+2(3?-3)<2-37<3-37 =3 vs.v.

8. HL ar antalet sitt att vélja n foremal ur 2n st. Betrakta nu VL. Fordela de 2n f6-
remalen i tva grupper av n st. Kalla grupperna for A och B. Nér man sedan véljer
n foremal ur 2n sa kan man tinka sig att man forst véljerett £ € {0, 1, ..., n}
och sedan viljer k st ur grupp A och n — k st ur grupp B. For ett fixt k sa finns
det (’,;”) sdtt att gra urvalet ur grupp A och (nﬁ k) sétt att gora urvalet ur grupp B.
") sitt att gora hela
») och summera dver

Enligt multiplikationsprincipen sa finns det ddrmed (Z) (

urvalet, fortfarande for fixt k. Slutligen notera att (nf k) = ( X

.o o .. .. 2
k for att fa det totala antalet st att gora urvalet av nur 2n, dvs VL =3, ()",
V.S.V.



