Inledande diskret matematik D, HT2014
Losningar till tentan 2013-10-26

1. En logisk formel sigs vara en tautologi om den &r sann oavsett sanningsvéirdena
pa de ingaende Booleska variablerna. Har har vi tre variabler p, ¢, r sa det finns
totalt 8 mojliga kombinationer av sanningsvirden. Det dr lite opraktisk att testa
alla mojligheter i varje deluppgift (totalt 32 fall), sa vi forsoker forenkla arbetet
forst. Alla fyra formlerna dr implikationer, och en implikation 4r alltid sann da
hypotesen &r falsk. Sa det enda intressanta fallet dr da hypotesen &r sann. For-
meln &r alltsa en tautologi om och endast om slutsatsen #r sann nér som helst
hypotesen dr det eller, ekvivalent, om hypotesen &r falsk nir som helst slutsat-
sen #r det. Sett omvint, for att bevisa att en av formlerna inte dr en tautologi sa
ricker det att hita en instans da slutsatsen ir falsk trots att hypotesen &r sann.

(a) En tautologi. For att hypoteserna ska vara sanna sa maste till att borja med
r A q vara sann. Speciellt dr ¢ sann sa —q &r falsk, sa om p V —¢q ska vara
sann sa maste p vara det. Sa bade p och r blir sanna, dvs slutsatsen p A r &r
sann.

(b) Ejen tautologi. Om p &r falsk och ¢ sann sa &dr hypotesen sann men slutsat-
sen falsk.

(c) En tautologi. Hypotesen innefattar —q /A ¢ som maste vara falsk. Sa hypo-
tesen dr aldrig sann och dédrmed &r implikationen alltid sann.

(d) En tautologi av samma skil som i (c).

2. Vikan delaigenom med 3 utan att dndra ekvationen och i stéllet I6sa 13z —11y =
5. Vi vet att det kommer att finnas 16sningar ty SGD(13, 11) = 1. Euklides
framat ger

13=11+2, 11=5-2+1,
och sedan bakat
1:11—5-2:11—5(13—11):6-11—5-13.

Multiplicera igenom med 5 for att fa 5 = —25 - 13 + 30 - 11, sa en 16sning till
var Diof. ekv. dr g = —25, y9 = —30. Den allménna losningen ges av

T = X9+ 9 n = ~|—<g)n n €z
— 40 d ) Y =1Yo d ) .

Hir dr a = 13, b = 11, d = 1 sa den allménna 16sningen blir

r=-25+1ln, y=-30+13n, n € Z.



3. Enligt den Kinesiska Restsatsen sa finns det en unik 16sning modulo 7-11 = 77,
som ges av

z = 3(11b;) + 2(7by) (mod 77), (1)
dédr 116; = 1 (mod 7) och 7by = 1 (mod 11). Vi hittar by, b, enligt

1=11b6y = 4by = b, =2 (mod 7),
1=7by=by=7"= -3 (mod 11).

Insdttning ini (1) gerz =3-2-11—2-3-7 =24 (mod 77).

4. Steg I: Kollabasfalletn = 1.HL=1-(2-14+1) =3. VL= _ k=142=3 =
HL, v.s.v.

Steg 2: Antag att

2p
> k=p2p+1). 2)
k=1
Vi vill deducera att
2p+2
> k= (p+1)(2p+3). (3)
k=1

Som vanligt, tricket dr att dela upp summan i (3) s.a. (2) kan anvéndas:

2p+2 2p

Zk;: (Zk) +[2p+1)+ (2p+2)] =

=p(2p+1)+(4p+3)=20"+5p+3=(p+1)(2p+3), vs.v.

5. Forresten, “kak” dr “full house” pa engelska, inte “full hand”. Givet bestar av 5
kort, 3 av dessa ska finnas 1 ett virde och 2 1 ett annat vérde. Till att borja med
finns det 13 val for virdet av trisset och 12 val for virdet av paret, alltsa 13-12 val
for virdena i kiket. Sedan finns det (;) = 4 val for firgena i trisset och (3) = 6
val for fargerna i paret. Sa det totala antalet mojliga kak ar 13- 12 -4 -6 = 3744.

6. Det giller i forsta hand att bestimma 15'® (mod 17). Forst noterar vi att 15'° =
(—2)! = -2 (mod 17). Eftersom 17 #r ett primtal siger Fermats sats att
a'® = 1 (mod 17) d& a inte &r delbart med 17. Detta giller forstas 2, s& vi kan
rdkna sa hir:

2P =_21.271 = _1.271 = 1.9 =28 (mod 17).

Sa den kongruens vi vill 16sa blir till 8z = 2 (mod 17) & =z = 871 -2 =
(—2)-2=—4 (mod 17). SVAR: x = —4 (mod 17).



7. (a) En relation pa en méngd S dr, per definition, en delmingd till den Carte-
siska produkten S x S. Om S har n element s& har S x S n? element. S&
antalet delméngder till denna &r 2”2, och detta blir antalet relationer pa S.

(b) Vi kan forestilla oss att S = {1, 2, ..., n}. Om relationen 4r bade sym-
metrisk och reflexiv sé dr den enda fragan vilka par (i, j), med i < j, som

tillhor S. Det finns (g) = @ sadana par, och relationen bestdms av ett
. o . . oo on(n=1)
val av en delméngd till dessa. Sa antalet relationer i detta fall dr 2~ 2 2

8. Hir tolkar jag positiv som strangt positiv, alltsa noll ingar ej. Vi soker 16sningar-
na i positiva heltal till
n+m=nm. “)

Om vi antar att n > m sa ir n +m < 2n, sa vi maste atminstone ha m < 2 om
(4) ska gilla. Detta ger tva fall.

Fall 1: m = 1. Da sidger (4) att n + 1 = n, som 4r ju omojligt.

Fall 2: m = 2. Da sédger (4) att n + 2 = 2n sa n = 2 ocksa. Sa det finns
bara en mojlighet, nimligen m = n = 2.



