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For godkint pa tentan kridvs 22 poing, inklusive bonus fran kryssuppgifterna under HT-2015. Preliminért sa
kravs 32 poing for betyget 4 och 42 podng for betyget 5. Dessa grinser kan minskas men inte hdjas i efterhand.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.
Resultatet meddelas senast den 14 november. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa kurswebbsidan och via Ping
Pong, efter detta sker granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

Dessutom granskning alla vardagar utom onsdagar 11-13, MV:s exp.

OBS!

Motivera dina svar vél. Det &r i huvudsak berdkningarna och motiveringarna som ger poéng,
inte svaret. I uppgift 5 behéver man inte rédkna ut svaren som decimaltal.

Uppgifterna

1. (a) Avgor om foljande argument ar giltigt eller ej.

rVs
(uVs)—t
s — (r Vv —t)
r—u

(b) Skriv fsljande argument i symbolisk logisk form. Se till att definiera all notation
tydligt ! Ar argumentet giltigt ?

En valforberedd student kommer alltid att klara sina tentor
Somliga studenter forbereder sig bra infor tentor

Somliga studenter klarar inte sina tentor

2. Lat (apn)02, vara talfoljden som definieras rekursivt av
ap=1, a1 =3, ap=3an_1+4a,2 Yn > 2.

(a) Berikna ag.
(b) Bevisa att a, < 4™ for alla n > 1.

Var god vind!

(3p)

(3p)



(b)

Bestdm den allménna l6sningen till den Diofantiska ekvationen
2bx — 14y = 20

samt den 16sning for vilken |x| + |y| &r minst.

Med hjélp av del (a), 16s kongruensen 28z = 6 (mod 50).

Bestdm det minsta positiva heltalet x som uppfyller
= 4 (mod 5), z=3(mod6), x=1(mod7).

Forklara varfor systemet saknar 16sning om vi byter ut den tredje kongruensen mot
x =1 (mod 9).

5. En opinionsundersckning gjordes bland 20 datastudenter for att se vem de hade rostat pa
i det amerikanska presidentvalet om alternativen var: Hillary Clinton, Donald Trump och
Hacke Hackspett.

Hur manga mdojligheter finns det for resultatet om omrostningen dr éppen, dvs man
ska ta hénsyn till vem som rostar pa vem 7

Hur manga mojligheter finns det for resultatet om omréstningen &r sluten, dvs man
tar hinsyn endast till antalet roster for varje kandidat ?

Hur manga mojligheter finns det for resultatet i en 6ppen omrdstning dér Hillary,
Donald och Hacke far 4, 3 resp. 13 roster ?

Om omrostningen &r 6ppen och alla roster helt slumpméssigt, vad &r sannolikheten
att Hacke far minst 17 roster 7

Rita en enkel graf med 8 noder dar gradtalen hos noderna ar 2, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 6.
For din graf i del (a), numrera noderna fran 1-8, i den ordning du vill. Sedan ange

i. en Eulervag i din graf
ii. grafens grannmatris.

Ar de tva graferna i den bifogade Figur 1 isomorfa eller ej ? Motivera ditt svar !

Bestim 37 (mod 200).

Du ar givet ett enormt stort heltal n. Sig att du rakar komma 6ver virdet av ®(n)
samt vet att m dr en produkt av tva olika primtal. Visa hur du skulle kunna snabbt
bestdmma dessa tva primtal genom att stilla upp en kvadratisk ekvation som de &r
16sningarna till.

Lycka till!

(5p)

(3p)

(4p)

(2p)

(3p)
(5p)
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(a) Argumentet dr giltigt. Antag att slutsatsen u &r falsk men alla hypoteserna sanna.
Da maste r vara falsk enligt H4, som i sin tur innebér att s dr sann enligt H1. Men
d& maste bade t och r V —t vara sanna enligt H2 resp. H3. Men detta siger emot att
r &r falsk.

(b) Lat universumet U besta av alla studenter och definiera féljande tva predikat:

V(z) : x &r en student som &r valférberedd infor sina tentor
K(z) : x &r en student som klarar sina tentor.

Da lyder argumentet:

Argumentet dr ogiltigt for det dr mojligt att alla studenter uppfyller V(x), och da
skulle alla uppfylla K (x) ocksa.

(a) Vi beréknar i tur och ordning

as = 3a1 + 4ag = 3(3) + 4(1) =13,
asg = 3as + 4a1 = 3(13) + 4(3) = 51.

(b) Vi for ett starkt induktionsbevis.
Steg 1: Basfallen n = 1, 2. Vi kontrollerar i tur och ordning att

3=a; <4' =4, korrekt,
13 = ay < 42 = 16, korrekt.

Steg 2: Antag att a, < 4P for alla 1 < p < n, ddr n > 2. Vi vill deducera att
anpy1 < 4™, Enligt rekursionsformeln och induktionsypotesen har vi att

gl = 3an +4ap_1 <3-4" +4-4" 1 =3 .47 44" = 4. 4" = 4" ysv.

(a) Vi kor Euklides algoritm pa (25, 14). Forst framat

25 =114+ 11,
14=1-11+3,
11=3-3+42,

3=1-2+41,

sedan bakat

1=3-2
=3-(11-3-3)
=4.3-11

=4(14 —11) — 11
=4.14-5-11
—4.14—5- (25— 14)
=9.14-5.25.



6.

(a)

Multiplicera igenom med 20 sa har vi 20 = 180 - 14 — 100 - 25, som ger l6sningen
(zo, yo) = (—100, —180). Den allménna 16sningen lyder

w—x+9n
— &0 d7

y:y0+(%> n, n € Z.

Hér dr a = 25, b = 14, d = 1 sa den allménna I6sningen Ar
r=-100+ 14n, y = —180+ 25n, n € Z.

Man kan sedan kontrollera att |z|+|y| minimeras dan =7, dvs da (z, y) = (-2, —5).

SGD(28, 50) = 2, och 2|6 sa kongruensen #r losbar. Vi delar igenom med 2 och
far den ekvivalenta kongruensen 14z = 3 (mod 25). Nu &r SGD(14, 25) = 1 sa x =
1471.3 (mod 25). Men i del (a) fick vi fram ekvationen 1 = 9-14 —5-25, som innebir
att 1471 =9 (mod 25). S& 2 =9 -3 = 27 = 2 (mod 25). Modulo 50 har vi sedan tva
16sningar, ndmligen 2 eller 2 4 25: slutligen

x =2V 27 (mod 50).

Den allménna l6sningen &r
x=4-b1-6-7T+3-b2-5-7T+1-b3-5-6(mod5-6-7), (1)
dar

6-7-by =1 (mod 5) = 2b; =1 (mod 5) = tag by = 3,
5:7-byg =1 (mod 6) = —by =1 (mod 6) = tag by = —1,
5:6-b3 =1 (mod 7) = 2bs =1 (mod 7) = tag by = 4.

Inséttning in i (1) ger

xr=4-3-6-7—-3-1-5-7T4+1-4-5-6 (mod 210) =
= 504 — 105 + 120 = 519 = 99 (mod 210).

Det minsta positiva talet som uppfyller detta &r naturligtvis x = 99.

I sa fall skulle den tredje kongruensen innebéra i synnerhet att x = 1 (mod 3), medan
att den andra kongruensen medfor att x = 0 (mod 3).
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Varje student har 3 val sa det finns mojligheter.

Lat x1, x9, x3 vara antalet roster for Clinton, Trump resp. Hackspett. Sa x1+xo+x3 =

20 och z; € N. Antalet mojligheter &r saledes (20;_3171) = (222) = 231.

Det &ar samma sak som antalet sitt att bilda ett ord fran 20 bokstéiver, av vilka 13 st

dr H, 4 st dr C och 3 st #ir T. Antalet mojliga ord ir #0!13!.
Det finns t.ex. (230) x 23 mojliga utfall dir Hacke far 17 roster, for det finns (230)

sitt att vélja de tre personer som roster emot Hacke, och var och en av dem kan
ha rostat pa 2 olika sétt. Likadant géller om Hacke far 18, 19 resp. 20 roster. Fran
additionsprincipen och del (a) hérleder vi att sannolikheten for att Hacke far minst
17 roster ar

Ry x 22+ (X)) x22+20x2+1
320 ’

Se Figure L.1 for ett exempel pa en sadan graf.



(b) Ett exmpel pa en Eulerviig fran nod 3 till nod 6 i min graf &r
344—+2-38—>1-22—-7—-1-26—>2—-5—>3—->6—4—>1—5—6.

Min grafs grannmatris ar

01011111
10011111
00011100
11100100
11100100
11111000
11000000
11000 00O

(c) Graferna ir ej isomorfa. T.ex. den 6versta grafen har cykler av lingd 3, medan att
den kortaste cykeln i den nedersta grafen har ldngd 4.

(a) ®(200) = ®(23-5%) = (23 —2%)(52 —5') =4.20=80. 84 3™ =3% .31 =371 =
67 (mod 200).

(b) Kalla de tva primtalen fér p och ¢. Vi har
n = pq (2)
samt
®(n)=p-1(¢-1)=pg—p-—q+l=n—-p-q+L
Fran (2) kan vi sétta ¢ = n/p sa
®(n) :n—p—ﬁ—l—l.
p
Multiplicera igenom med p och fyllta alla termer till vanster sa far vi
P —(n—®n)+1)p+n=0.

Detta kan betraktas som en kvadratisk ekvation for p och ¢ (som maste ju vara den
andra roten) eftersom bade n och ®(n) ar kidnda. Vi har alltsa att

(n—®(n) +1) £ /(n— @(n) —|—1)2—4n'

b, q= 9



