Losningsforslag till tenta 2006-12-21
Linjar algebra D

Uppgift 1. Lat v vara vektorn fran origo O - som ligger i planet - till punkten
P, alltsa v = (3,2,1). Lat vidare v’ vara vektorn fran O till P'. Observera att
v' och P’ har samma koordinater. Rita figur!

En normal till planet dr n = (1,2,2). Kalla v:s ortogonalprojektion mot n

for v,
(u-n)
Up = W” =(1,2,2)
Ur sambandet v' = v — 2v,, fas v' = (1,—2,—3). Mittpunkt pa strdckan PP’
blir (P + P')/2 = (2,0,—1), vilken ligger i planet som den ju bor.
Svar: P': (1,-2,-3)

Uppgift 2. Vektorerna u = (3,4,2) — (3,2,1) = (0,2,1) och v = (4,1,1) —
(3,2,1) = (1,—1,0) ar bada parallella med planet, vars normal dérfér fas ur

€1 €2 €3
uXv= 0 2 1 =€1+62—2€3=(1,1,—2)
1 -1 0

En godtycklig punkt (z,y,2) € 7 precis da exempelvis vektorn (x — 3,y —
2,z — 1) ar vinkelrdt mot planets normal n = (1,1, —2). Detta ger ekvationen

(z—-3,y—2,2—1)-(1,1,-2)=0 ©z+y—22—-3=0

Sétt £(z,y,2) = ¢ +y — 2z — 3, da ges avstandet fran punkten (1,1,2) av

101,1,2)] _ 5

In| V6
Svar: Planets ekvation &r = +y — 2z — 3 = 0 och skt avstand blir 5/v/6
Uppgift 3. Vi far direkt ur den geometriska definitionen av skaldrprodukt att
u-u=16,v-v =25 och u-v =4-5cos([u,v]) = 16. Vi berdknar w; - W pa tva
sitt enligt nedan
wy-wy = (u+v)-(v—u)=v-v—u-u=-9
Wy - wy = [wh|[ws] cos([wh, wh])
[ |> = (u+v) - (u+v) =73 , Wh*=(u—v) - (u—v)=9

Vi har nu saledes likheten /73 - 3 cos([wh, ui]) = —9.
Svar: cos([u,uws]) = —3/v/73

Uppgift 4. Vi anvinder naturligtvis Gausselimination med férsta ekvationen
som pivotrad

T+ 2y+az=2a z+2y+az=2a
—z —y+2az =12 —= y+3az =12+ 2a
-2z +ay+82=16 (a+4)y+2(a+4)z=4(a+4)

Vi ser att uttrycket a + 4 lika med noll eller skilt fran noll &r betydelsefullt.



(a) Fall: a=-4
Den sista ekvationen blir nu 0 - z = 0, varfor z blir godtycklig

(z,y,2) = (—16 — 20t,4 + 12¢,t) , t € R

Svar: For a = —4 blir skdrningen en rat linje.

(b) Fall: a # —4
Forkorta bort faktorn a + 4 i sista ekvationen

T+ 2y+az=2a z+2y+az=2a
y+3az =12+ 2a = y+3az =12+ 2a
y+2z=4 (2—=3a)z=—-2(a+4)

Vi ser att for a # % fas en entydig punkt. For a = % blir sista ekvationen
0-z = —28/3, vilken saknar 16sning.
Svar: For a = £ saknas skirningspunkt.

Uppgift 5a Vi ser nistan direkt att Az = —5x, dvs att —5 &r egenvirde med
egenvektor z. Vi bildar nu den karakteristiska ekvationen

p(A) =detO\] —A) = X3+ 502 —7TA—35=0

och kontrollerar naturligtvis genast att just —5 blir en rot.
Vi skall nu dividera p(A) med A + 5

XN E5XN—TA=35=(A+5) (N +ar—7),

dér identifikation av koefficienten i vinster- och hogerled f6r A2 ger sambandet
5=a+5, alltsd a = 0.
Svar: Egenvirdena ir -5, —/7 och /7.

Uppgift 5b Enklast 16ses nog uppgiften genom att avbilda den elliptiska skivan
pa en cirkelskiva.

23 4 dx 20 + Trd = (22 + 220)2 + 325 =11
Satt nu ) = z; + 22 och x5, = v/3z, eller med matrisbeteckningar

o = Az | A:((l) \%) . det(A) =3

Uttryckt i 2’y och 2’5 blir sambandet z’ f+x' 3 = 1. Arean av bilden(cirkelskivan)
ar lika med det(A)- arean av ursprunget(ellipsskivan).

Svar: 7/v/3



