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1 Introduktion

Vi skall till varje kvadratisk matris A ordna ett tal, som kallas determinanten
till A och betecknas med det(A) eller |A|. Detta tal skall ha egenskapen att
det(A) # 0 precis da kolonnerna/raderna i A &r linjart oberoende, vilket ju
ar likvardigt med att A~! existerar. Téanker vi oss att kolonnerna bildar en
parallellepiped, med dessa vektorer som kanter, forstar vi att determinanten
kan vialjas just som volymen av denna. Ty parallellepipedens volym blir ju
rimligen noll precis da vektorerna &r linjart beroende, dvs ligger i ett plan.

Anvandning Determinanter utnyttjas till att uttrycka ett flertal formler
pa ett kompakt och lattmemorerat sitt, bl a for s k vektorprodukt och diverse
geometriska formler for area- och volymberdkningar. Determinantbegreppet har
ocksa ett flertal mera rent teoretiska anvandningsomraden, vilka ofta baseras pa
att det(A) = 0 precis da kolonnerna i A &r linjart beroende eller annorlunda
uttryckt att det homogena systemet Ax = 0 har icke-trivial l16sning. Det senare
utnyttjas senare i kursen for sa kallade matrisegenvérdesproblem.

Olika betraktelsesédtt Man kan inféra determinanter medelst elimination
eller med hjalp av geometriskt betraktelseséatt. Vi véljer hér det senare efter-
som det troligen ger bast intuitiv forstaelse av det aktuella begreppet. Nagot
underskott pa elimination, i grundkurser i linjar algebra, forekommer ju &nda
knappast. For enkelhetens skull néjer vi oss med reella matriser och skalérer.

Syfte med skriften Ovan har antytts att determinanter ar viktiga i olika
sammanhang. Emellertid hander det nastan med automatik att de upptar en
oproportionerligt stor del av grundkurser i linjar algebra. I huvudsak beror
detta pa att larobocker i &mnet ofta dgnar ett betydande antal sidor at just
determinanter. Foérhoppningsvis kan denna lilla skrift rada bot pa detta och
skall saledes ej ses som ett komplement till anvéind kursbok, utan snarare som
en kompression och ett alternativ till determinantavsnittet i kursboken.

Lasrad Vid de forsta tva genomlédsningarna behéver du ej fasta sa stor
vikt vid detaljerna i hérledningarna. Begrepp, en del formler for berédkning
av determinanter kan gérna fa ta hela din uppmérksamhet i ansprak. Studera
déremot exemplen noggrant! Under de fortsatta genomgangarna faster du dven
vikt vid den logiska traden, vilken l6per genom avsnitt 2 och 3. I avsnitt 4
dominerar pragmatismen eftertryckligt. Detta avsnitt kan du vénta med, tills
du kan de andra val.



2 Determinant for 2 x 2-matriser

Vi skall i detta avsnitt definiera determinant fér matriser av ordning 2 som
arean av en parallellogram, vilken spdnnes upp av matrisens kolonner. Lat
a= (a;, az)? och b = (by , by)T vara tva vektorer i planet, uttryckta i ett
positivt orienterat ON-system, och bilda matrisen

ar b
A=(a b)—(a2 b2> .
I figuren nedan &r vektorsystemet a , b positivt orienterat varfor vi later det(A)
vara lika med arean av parallellogrammen. Vid negativ orientering later vi
det(A) vara minus denna area. Vektorn h, = (—az , a;)? har samma lingd
som a och ar vriden ett kvarts varv i positiv led i forhallande till denna. Vi
ortogonalprojicerar b pa h, och bildar projektionens lingd |(b-h,)|/|hs|. Efter-
som vi har |h,| = |a| fas arean |b - h,| = b-h, > 0. Vi kan naturligtvis dven
bilda hy = (=b2 , b1) och fa arean av parallellogrammen till —a - hy, > 0.

a
.
N
Vi definierar nu determinanten av A som
det(A) =b-h, = —a-hy = a1by — bias. (1)

Man Overtygar sig latt om att denna definition &ven passar vid negativ orien-
tering av kolonnerna i A. Rita sjalv figur for detta fall!

Vi ser att avbildningarna a — det(A) och b — det(A) &r linjara,
vilket direkt foljer ur (1) och rdkneregler for skalarprodukt. Vidare géller att
det((a b)) = —det((b a)), ty platsbyte dndrar orientering. Eftersom vi har att
det(A) = det(AT), vilket framgar av (1), giiller motsvarande dven for raderna.
Vi sdger att determinanten &r multilinjar och alternerande med avseende pa
bade kolonner och rader.

Exempel 1 Berikna arean av triangeln med hoérn i punkterna (1,1), (2,3) och

(4,2) givna i ett ON-system. Vi bildar forst vektorerna (1,2) = (2,3) — (1,1)

och (3,1) = (4,2)—(1,1) och berdknar arean av den parallellogram som spannes
upp av desamma

1 3

' , [|=11-32=-5

Parallellogrammens area blir saledes 5 och triangelarean 5/2. ©




Exempel 2 For vilka viarden pa parametern a dr kolonnerna/raderna i matrisen

linjért beroende? Ange ocksd A~! nir den existerar. Vi ser pa

a a2 —1 2 2 3
det(A) = 1 a®+a =a(a*+a)—(a*—1)=a"+1=0 & a=-1
Kolonnerna/raderna i A &r saledes linjart beroende precis da a = —1.

For a # —1 existerar inversen till A och man kontrollerar latt att

_ 1 a?4+a 1-—ad? _
1_ 1_
A _—a3+1< 1 R ty AA I. ©®

Exempel 3 Berdkna determinanterna for f6ljande matriser

di 0 ti1 ti2 tn 0
0 do ’ 0 o2 ’ o1 a2
Genom att anvénda uttrycket langst till hoger i formel (1) fas direkt att deter-
minanterna i samtliga fall blir produkten av diagonalelementen. ©

Exempel 4 Vi anviander har samma beteckningar som i borjan av detta avsnitt
och infor
B (a1 b
A=(a b)_(ag by )

Vad blir det(10A) och det((a+ cb b)), dér c € R?

Vi utnyttjar multilinjariteten och far [10a 10b| = 10j]a 10b| = 10-10|a b].
Vi har ocksa |[a+cb b| =]a b|+|cb b|. Eftersom sista termen &r noll géller
la+cb bl=la bl. ©

3 Determinant for 3 x 3-matriser

Detta fall blir naturligtvis analogt med 2 x 2-fallet, men lite mera arbetsamt. Vi
skall definiera determinant for matriser av ordning 3 som volymen av en paral-
lellepiped, vilken spinnes upp av matrisens kolonner. Lat a = (a1 , az , a3)”,
b= (b1, by, b3)T ochc=(c1, ca, c3)? vara tre vektorer i rummet uttryckta
i ett positivt orienterat ON-system och bilda matrisen

ap b1 o
A= (a b C) = ag bQ C2
as bg C3

I figuren nedan ar vektorsystemet a , b , c¢ positivt orienterat varfor vi later
det(A) vara lika med volymen av parallellepipeden. Vid negativ orientering later
vi det(A) vara minus denna volym, alltsa ha ett negativt virde. Grénsfallet
det(A) = 0 svarar mot att kolonnerna alla ligger i ett och samma plan, dvs &r
linjart beroende.
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Vi beraknar hdjden mot en sida och darefter arean av sidan och bildar pro-
dukten av dessa storheter. Forst bestimmer vi en vektor x = (z1 , 72, x3)7
som &r vinkelrdt mot bade exempelvis a och b, dvs mot en sida i parallellepi-
peden. Vi skall alltsa krédva a-x =0 och b - x = 0 eller utskrivet

{ a121 + asxs + azxrs =0

biz1 + baza + bzzs =0 = (a1b2 = brag)zz + (a1bs — baz)us =0

dar vi har multiplicerat forsta ekvationen med b; och andra a; och subtraherat.
En 16sning till den hogra ekvationen &r xo = —(a1b3 — bias) och z3 = (a1by —
biaz) och bada de vénstra ekvationerna ger nu x1 = (a2bs —agbs). Lat oss infora
vektorn

hab = (a2b3 — a3b2 5 —(a1b3 — b1a3) s a1b2 — blag)T N (2)

vilken ar vinkelrdt mot a och b. Vidare ar a , b , hg, positivt orienterade,
vilket 14tt kan kontrolleras i nagot specialfall, t ex for ag = bs = 0.

Vi bestdmmer nu arean for den parallellogram som spéannes upp av a och b.
Med hjalp av ytsinussatsen fas arean = |a| - |b|sin(#), déar € ar minsta vinkeln
mellan a och b. Genom att kvadrera och anvinda sin®(f) = 1 — cos?(f) samt
skaldrprodukten a - b = |a| - |b| cos(f) fas nu

arean® = |a|* - |b|> — (a- b)?.
En del rakningar ger nu tamligen latt att
arean® = (asbz — azbs)? + (a1bs — bras)? + (a1bs — braz)?
och till var fortjusning ser vi att arean ar langden av hg, i (2) alltsa
arean = |hgp| . (3)

Vi har nu néstan allt som behovs for att berdkna volymen av parallellepi-
peden i figuren ovan. Projicera c pa hg, och berdkna darefter projektionsvek-
torns langd, vi far

(C . hab)hab
[hap[?

(C . hab)

respektive ——— .
|hab|



Volymen fas nu som basytan ganger hojden och eftersom det(A) i det aktuella
fallet skall vara just volymen har vi det(A) = c¢-hgp. Vi kan naturligvis berdkna
volymen pa ytterligare tva sitt. Vi bildar da h,. och hy. helt analogt med hy.
Eftersom a , ¢, hg. ir positivt orienterade kommer h,. och b att peka at olika
hall i forhallande till planet innehallande a och c. Volymen blir saledes —b-h,..
Se figuren ovan. Det tredje sattet blir helt analogt med det forsta. Kontrollera
detta! Vi sammanfattar nu

det(A) =a- hbc =—-b- hac =C- hab (4)

Man Overtygar sig om att denna definition dven passar vid negativ orienter-
ing av kolonnerna i A. Rita sjilv figur for detta falll

Liksom for 2 x 2-matriser kan naturligtvis determinanten uttryckas med
matriselementen. Vi far da foljande formel

det(A) = CleQCg + blcgag + a2b361 - Clbgag - b1a203 - Cgbgal 5 (5)

vilken ar latt att komma ihag med hjilp av nedanstaende figur.

+ tecken — tecken
—N— —N—
e o Q QO o ©
O @ o , o o 0
o O @ e 0O o

Med viss moda fas dven for 3 x 3-matriser att det(A) = det(AT), exempelvis
med (5). Vi papekar att determinanten ar multilinjar och alternerande f6r bade
kolonner och rader, precis som den &r fér 2 x 2-matriser.

Exempel 5 I ett ortonormerat koordinatsystem har en tetraeder horn i punk-
terna (1,1,0), (2,2,1), (1,3,3) och (3,2,2). Berikna tetraederns volym.

De tre kanterna utgdende fran punkten (1,1,0) ges av (1,1,1), (0,2,3) och
(2,1,2). Dessa spanner upp en parallellepiped vars volym, till beloppet, ges av

=1-2-24+1-3-2-2-2-1-1-3-1=3,

)
w N O
N — DN

dér vi anvént formel (5). Volymen av parallellepipeden kan ocksa skrivas som
b- h, dar b ar arean av en sida och h hojden mot densamma. Volymen av
tetraedern blir (b/2) - h/3 = (b- h)/6, enligt kind geometrisk formel. Rita en
figur! Tetraederns volym blir sdledes 3/6 =1/2. ©

Exempel 6 Ange determinanterna for de tre matriserna

0 d 0 ; 0 too to3 , t21 tz 0
0 0 ds 0 0 t33 t31 l32 ts3

Formel (5) ger att samtliga determinanter blir produkten av diagonalele-
menten, precis som i 2 x 2-fallet. Endast en av de 6 termerna kan bli skild fran
noll. De ovriga blir noll av s k strukturskdl. ©



Utveckling efter kolonn och rad
Sambanden (4) kan skrivas pa ett mera lattmemorerat sitt med hjalp av s k
underdeterminanter

ar b1 ¢
vtor b c2 by ¢ by
az by c2 |=a-hy=a; —as + a3
b3 c3 b3 c3 by c2
az bz c3
ar b
az C2 ar € ap €
az bz c2 |=—-b-hs=-b + ba — b3
as C3 as C3 az C2
az bz c3
(6)
al b1 C1
az by a1 ar b
as b2 C2 =C- hac =C — C2 + C3
as bz as bz az by
a3 bz c3
Lat nu A = (ai;) vara en kvadratisk matris som tidigare. Vi gor foljande

definition for att fa enklare skrivsatt.

Defintion Med underdeterminanten D;; till elementet a;; i matrisen A
menas determinanten av den matris som erhalles om rad i och kolonn j tages
bort i A.

Vi kan nu sammanfatta alla formlerna i (6) pa foljande satt
3 . .
det(A) = ai;- (-1)"D;; , j=1,2,3, (7)
i=1

vilket ar utveckling efter kolonn. Eftersom determinanten ej &ndras vid transponer-
ing av en matris fas helt analoga samband for rader, dvs utveckling efter rad

3
det(A) = ai;j- (-1)""D;; , i=1,2,3. (8)
j=1

Exempel 7 Vi berdknar determinanten fér matrisen nedan genom att exem-
pelvis utveckla den efter andra raden

3 2 -2
A = 2 3 2
1 1 1
2 =2 3 -2 3 2
—9.(_1)2+1 L (—1)2+2 (—1)2+3
det(A) =2 (—1)*1| | 1‘+3(1) | 1‘+2(1) ; 1’.

Saledes det(A) = —2-4+3-5—2-1= 5. Beritkna sjilv determinanten genom
att utveckla efter tredje kolonn. ©®

Exempel 8 For vilka virden pa parametern a blir matrisen A nedan inverter-
bar?

1 -1 a
A= 2 -1 1
a 1 -1



Vi har ju att A~! existerar precis da det(A) # 0, séledes beriknar vi determi-
nanten. Ur multilinjariteten for raderna foljer att vi kan ldgga en multipel av
en rad till en annan rad utan att determinantens varde andras. Detta betyder
speciellt att Gausselimination ej forandrar determinanten. Notera att det ofta
ar listigt att introducera nollor i matrisen. Vi far

1 -1 a 1 -1 a 1 1— 24
2 -1 1|=]|0 1 1-2a |=1-(-1)'* l4a —1—a?
a 1 -1 0 1+a —1-—a?

Sista likheten fas naturligtvis genom utveckling efter forsta kolonn. Vi far nu
att det(A) = a®+a—2 = (a+2)(a—1). Siledes A1 existerar precis da a # —2
ocha#1. ©

Volymsatsen
Vi har tidigare arbetat i ett positivt orienterat ON-system, som vi kan beteckna
med e; , es , es, och vektorerna i (4) har varit uttryckta i detta system.
Exempelvis a = a1e1 + azes + ases. Volymen med tecken av parallellepipeden,
V(a,b,c) sig, uppfyller

V(a,b,c)=]a b c|-V(e,eq, e3),

dér den sista faktorn varit 1. Vi skall nu generalisera detta samband till
godtyckliga vektorsystem e; , ez , es, i huvudsak for att det behovs for att
kunna hérleda och bevisa nagra viktiga samband. Vi vet redan att

V(aie1 + azes + azes , bie; + baes + bses , cie; + caeg + cze3) ,

ar multilinjar med avseende pa alla sina tre argument. Utnyttjas detta fullt ut
fas 3-3 -3 = 27 termer

3
V(a,b,c) = Z abjer, - V(es, ej,er) .
i,j,k=1

Emellertid, V(e;,e;,e;) = 0 nérhelst minst tva argument &r lika i densamma.
Av strukturskél kan hogst 3-2 -1 = 3! = 6 termer vara skilda fran 0. Vidare
vet vi att V' ar alternerande alltsa blir

Ve, ej,er) = tV(er,ex,e3) , i #j#k.

ViharnuV(a,b,c) = ¢-V(eq, ez, €3), dar ¢ ar en skalir storhet som endast beror
av matriselementen. For fallet ortonormerad bas e1 , ez , e3 blir ju ¢ = det(A)
enligt (4), men rikningarna ovan géller helt oberoende av vad vektorsystemet
har for egenskaper. Vi har alltsa fatt fram sambandet

V(a,b,c) = det(A) - V(e1, ez, e3) , 9)

for godyckligt vektorsystem e, ez, e3. Vi ser att samma orientering av de bada
vektorsystemen svarar mot det(A) > 0 och olika orientering mot det(A) < 0.

Vi formulerar nu (9) med matrisbeteckningar, vilket gor att vi kan utnyttja
rakneregler for matriser, t ex associativitet. Vi infor radmatriser vars element
ar vektorer och far

e=(e; e e3) , (a b c)=eA

V(eA) = det(A) V(e) , (10)

som vi kallar volymsatsen.



Sats Produktsatsen for determinanter
Lat A och B vara tva kvadratiska matriser, da ar

det(AB) = det(A) - det(B) .

Bevis: Lat nue = (e, e3, e3) vara en bas, vilket dr detsamma som att V' (e) # 0.
Se pa vektorsystemet e(AB) = (eA)B. Nu anvénder vi volymsatsen (10)

V(e(AB)) = V((eA)B) = det(B)V(eA) = det(B)det(A)V (e) .
Eftersom V(e(AB)) = det(AB)V (e) ar saken klar. e

Exempel 9 Berdkna det(AB) och det(A + B) for

11 1 2 0 0
A=|0 21 , B=[(1 -1 o
00 3 1 2 -2

Vi far direkt att det(A) = 1-2-3 =6 och det(B) = 2-(-1) - (-2) = 4.
Vidare ar det(AB) = det(A)det(B) = 6-4 = 24. Kvantiteten det(A + B) kan €]
berédknas pa nagot motsvarande sétt. En determinant &r linjir m a p var och en
av dess kolonner separat. Vi far berdkna A + B och dérefter det(A +B) = —2.
Lésaren uppmanas att utféra berdkningarna. ©

Determinanten som area- och volymférandringsfaktor
Vi skall nu undersoka hur volymen av en kropp féréandras vid linjir avbildning

RP>x — AxeR?.

Vi borjar med att avbilda en parallellepiped och generaliserar sedan till allménnare
omraden.

Sats Volymf6érandring vid linjar avbildning

De tre vektorerna by, = (b1x , ba , b3k)T € R?, k=1,2,3 avbildas av R >
x — Ax € R3, dir A ir en kvadratisk matris, p4 Ab;, Aby respektive Abg.
Da géller féljande samband for volymerna av parallellepipederna uppspéanda av
de bada vektorsystemen

V(Abl, AbQ, Abg) = det(A) . V(bl, bQ,bg) . (11)

Bevis: Alla vektorer ovan ténkes vara givna i en bas e = (e; ey e3). Infor
den kvadratiska matrisen B = (b; by bs). Relatera nu volymerna av de paral-
lellepipeder som spinnes upp av e(AB) respektive eB

V(e(AB)) = det(AB)V (e) = det(A)( det(B)V (e) ) = det(A)V(eB)

I beviset ovan har volymsatsen (10) och produktsatsen fér determinanter
anvants tva respektive en gang.

Satsen om volymférdndring kan naturligtvis ocksa formuleras for parallel-
logrammer i planet, varvid determinanten fungerar som areaférandringsfaktor
vid linjar avbildning. Det &r ocksa latt att inse att satsen &ven géller for be-
tydligt allménnare omraden. I planet tdnker man sig att ett fint rutnat tacker
omradet ifraga och att varje ruta avbildas pa en parallellogram vars area da blir



det(A) ganger arean av aktuell ruta. Summering 6ver alla rutor helt i omradet,
Q ség, och nagon form av gransévergang ger sedan

area(Q) = det(A) - area((Q) ,

dar ' ar bilden av €, vid den linjira avbildningen given av matrisen A.
Motsvarande galler naturligtvis d&ven i rummet. Vi har alltsd minnesregeln
Volymen/arean av bilden = det(A)- volymen/arean av ursprunget.

Exempel 10 I ett ortonormerat system O, ,, ges en ellips av
22— 6rywy + 1322 = 1.

Berékna arean av motsvarande elliptiska skiva.
Vi forsoker att avbilda ellipsen till ett likaledes ortonormerat system Oy, ,
sa att en cirkel erhalles. Se pa

22 — 6x129 + 13207 = (21 — 329)% + (220)2 =1,

Y1 =1 — 3x2 _ (1 =3
{y2—2$2 I y_Ax7 A_<O 2)7

Bilden av den elliptiska skivan blir saledes en cirkelskiva med radien 1. Arean
av bilden = det(A)- arean av ursprunget ger alltsd T = 2 - area(ellipsskivan).
Svaret blir saledes /2. ©

4 Determinant for n X n-matriser

Vi skall i detta avsnitt ge en pragmatisk och koncis framstéllning av determinan-
ter for kvadratiska matriser av godtycklig ordning n. Alla resultat erhallna for
n < 3 kan direkt generaliserar. Vi néjer oss darfor med att 6versiktligt definiera
determinant i det allménna fallet samt att skriva ned en del rakneregler och
slutligen ge nagra exempel.

Lat A = (a;;) vara en matris av ordning n och e, eq,...,e, ett vektorsys-
tem i R™. Bilda vektorerna a = aipe1+asx€2+...+appen, dirk =1,2,... n.
Kasta en blick pa sambanden (9) och (10) samt deras hérledning. Vi ténker oss
nu en multilinjar och alternerande funktion V'(a, as, .. ., a,) som skall forestalla
volymen av en parallellepiped i R™. Med hjalp av denna skall vi infora determi-
nant, pa samma sitt som for fallet n = 3 i samband (9). Detta kan goras utan
att vi ens vet att en sadan funktion existerar. Multilinjédritet ger oss nu som
tidigare att

n

V(al,ag,...,an): E aljlagjz...anjnV(ejl,ejz,...,ejn) .
J1:J25- - n=1

Vi definierar nu det(A) med hjilp av
V(ai,az,...,a,) =det(A)-V(er, ez, ...,e,) . (12)

Determinanten blir en summa med n! termer, vilka innehaller precis en faktor
ur varje rad och kolonn. Héalften av termerna foregas av ett minus-tecken.



Ur (12) f6ljer multilinjaritet for kolonnerna tamligen l4tt, och eftersom man
kan visa att det(AT) = det(A) har vi multilinjiritet dven for raderna.

Utveckling efter kolonn och rad ges exakt av (7) respektive (8), dar dvre
summationsindex ersittes med n.

Exempel 11 For att trana lite pa rdkneregler berdknar vi nu determinanten
av en 4 X 4-matris

4 0 0 -2
0 21 0
A= -1 2 1 -1
2 11 1

Eftersom vi har tva element 0 i forsta raden, ar det lampligt att uveckla efter
densamma. Lagger vi 2x sista kolonnen till den férsta blir det &nnu bekvamare.

000 —2 0 g g
det(Ay=| 021 00 iy 3 9 1]=2.3-6
32 1 -1 T

411 1

Vi noterar pa nytt fordelen med de manga nollorna. ©

Exempel 12 Lat D = diag(d;) vara en diagonalmatris, T = (¢;;) en vénster-
triangulér matris dvs t;; = 0 for ¢ < j och slutligen dr U = (u;;) en hégertriangulér
matris dvs u;; = 0 for 7 > j. Samtliga matriser har ordning n. Visa att deter-
minanterna det(D), det(T) och det(U) blir produkten av diagonalelementen i
respektive matris.

Vilka termer i summan, svarande mot determinanten, kan bli skilda fran 07
Vi ser hér bara pa det(T) och lamnar resten at ldsaren. Ur forsta raden maste
vi vélja t11, ur andra too, ty t12 gar ej eftersom vi redan valt ett element ur
forsta kolonn. Fortsétter vi sa hér, foljer resultatet. Vi utnyttjar saledes att
varje term i determinanten skall innehélla precis en faktor ur varje rad och
varje kolonn.

Vi uppmanar ldsaren att ocksa anvénda utveckling efter rad eller kolonn pa
lampligt sétt, for de tre determinanterna. ©
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