Matematik
Chalmers tekniska hogskola 2016-01-14

Tentamen Linjir algebra D (TMV216), Linjir algebra GU (MMGD20)

Telefonvakt: Katarina Blom, telefon 772 1097 Plats och tid: M, 14:00-18:00
Inga hjéalpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv val, motivera och forklara vad du gor.

Betygsgrianser TMV216: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller
mer ger betyget 5. Maxpoédng ar 50.

Betygsgréanser MMGD20: 20-34 p. ger betyget G, 35 p. eller mer ger betyget VG. Max-
poang ar 50.

Losningar kommer att laggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfiallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

LOSNINGSFORSLAG

1 Denna uppgift omfattar 14 poédng och finns pa separat blad pa vilket 16sningar och
svar ska skrivas. LoOsgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans
med Ovriga lésningar.

2 Lat a,b vara konstanter och betrakta linjen az + by = 0 genom origo. Man kan visa
att den ortogonala projektionen x; av en punkt pa linjen &r en linjar avbildning
med P som standardmatris. Det géller att

x;, = (I - ——nn")x = Px
n-n

dir n = { C;) } ar normalvektor till linjen och I = { ! } ar identitetsmatrisen

01
och x &r en punkt.

(a) Lat linjen vara

r+3y=0
(i) Bestdam matrisen P i den linjéra avbildningen ovan. (3p)
(ii) Bestdm projektionen av o = [ _(1) } (2p)
(iii) Visa att = [ _5/2 ] ar en egenvektor till P. (2p)

(b) Lat v vara en punkt pa linjen ax+by = 0. Visa att isafall &r v en egenvektor till (4p)
P (standardmatrisen for den ortogonala projektionen). Bestdm dven tillhérande
egenvirde.

(c) Bestdm en egenvektor till P (P enligt (b) ovan) med egenvérdet 0. Motivera (3p)
ditt svar.
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(b) Eftersom v pa linjen har vi nTv = 0, vi far

1 1
Pv=(I—-—nn")v=(Iv—- ——nn"v) = Tv = v, egenvirdet 1.
n-n n-n
(c) Alla vektorer parallella med normalvektorn till linjen &r egenvektorer med egen-

1 1
virdet 0ty Pn = (I — ——nn’)n=n - ——n(n'n) =0 = 0n.
n-n n-n

3 Lat P = (0,—1,0),Q = (0,2, —3) och R = (3,—3,3)

(a) Bestdm ekvationen pa normalform for planet = som innehaller punkterna P, @) (3p)

och R.
(b) Bestdm speglingen av punkten (0, 1,0) genom planet. (2p)
3
(a) PO=Q—P=(0,3,-3), PR=R—P=(3,-2,3),n=POxPR=| -9 |,
-9

dvs m:32 -9y —92=d. Pemr=d=3+x0—-9%(—1)—9x0=0.
Vifarm:32 -9y —92=9< 2 —3y—32=3.

(b) Speglingen x, =  + 2an dir a = m
n-n
1 0 1 1
n-xrx=|-3|-|1|=-3nn=|-3|-|-3|=19o0ch
-3 0 -3 -3
0 1 12/19
0=37 0 Vi = 1|42+ 8] 23| = | S17/10
19 19 0 19| 5 36719

4 Lat S(x) = Tt ochT(x) = R vara tva avbildningar.
Ty — X2 —1 3 i)
(a) Avgor vilka av avbildningarna ovan som ér linjiara. Motivera ditt svar. (4p)

(b) Man har anvint avbildningen T ovan for att berikna bilden av en rektangel (4p)
med hojden 2 och bredden 1, och med nedre vénstra hérnet i origo. Rita bilden
och berékna dess area.

(a) Lat a = { Zl och b= [ Zl } S ar inte linjér ty
2 2

S(a +b) = [ (a1 Tali%()ajazgﬁ 5 } # S(a) + S(b). T diremot #r

linjar ty matris-vektor produkt uppfyller linjaritetsvillkoren.

(b)
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Arean &r 2 x det( {

5 En n x n matris A dr positivt definit om A #r symmetrisk och om =’ Az > 0 for
alla n x 1 vektorer  # 0

2 5
(b) Lat A enligt (a) ovan. Vilka losningar har systemet Az = 07

(a) Lat A = [ L2 ] . Visa att A &r positivt definit.

(c) Visa att varje positivt definit matris ar inverterbar.

(a) A dr symmetrisk, ty AT = [; ; = A Lat ¢ = l? ] ' Ax =
2

2 5 i)
(21 + 229)* + 23 > 0 da = # 0.

1210 1 00 RN Jo
(b) [2 5 O]N...N{O 1‘0}dvsbaradentrlwalalosmngen:B—{0]

(c) Om A ir singulir finns ett « # 0 s.a. Az = 0 och di 4r dven 27 x Axx =0
vilket strider mot att A &r positivt definit.

1 2
[ 21 @ ] [ ] {xl] = 22 4 20119 + 291y + D23 = 22 + dayxg + 5E =




1 (a) Vilka av foljande uppsiittningar av vektorer dr inte en bas for R3? Motivera (2p)
kort dina svar.
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Lo6sning:

(i) 4r inte en bas eftersom en av vektorerna inte ligger i R? (ii) ej bas ty forsta
och andra vektorn #r parallella. (iii) har for fa vektorer, (iv) har fér manga
vektorer (dvs vektorerna &r inte linjart oberoende), (v) dr inte en bas eftersom
vektorerna &r linjart b eroende.

(b) Lat A = [ ; i } Bestdm en matris B sadan att (3p)
00 0
A*B_{Oo}ochB*A;é[oo]
Losning;:
-2 =2
Tex B = [ 11 ]

(c) Man har anviant Matlab for att berdkna en losning till ett linjart ekvationssys- (3p)
tem Axx = b, dir A ar en (3 x 3) matris och b dr en (3 x 1) kolumnvektor
och fatt foljande svar:

>> rref ([A b]l)

ans
1.0000 0 -0.5000 -0.5000
0 1.0000 -1.0000 -1.0000
0 0 0 0
Bestdm samtlga losningar. (Matriserna A och b har definerats fére kodsekvensen
ovan)
Losning:
x3 Iri, lat x5 = t. Vifar da o = —1+1¢ och z; = —% + %t dvs
—1/2 1/2
T = -1 |+t 1
0 1
1
(d) Bestdm koordinaterna for vektorn v = | 2 | relativt basen (3p)
3
1 3 4
F={|1],{1],] -5 |}
0 2 1
Losning: Bestdm z1, x9, 3 sadana att
1 3 4 1
T 1 + X2 1 + 3 -5 = 2

0 2 1 3



Radreducering

13 4]1 10 0[-9/4

11 =52 ~--~|010]|7/4

02 13 00 1|-1/2
—9/4
dvs vp = 7/4
~1/2

(e) Berédkna volymen av den parallellepiped som spénns upp av vektorerna

-1 3 1
v = 2 |,v5=|0 ]| ochvy=| 2
-1 1 0
Losning:
-1 31
|det(['vl V9 vg})|:|det( 20 2])=2
-1 10

(3p)



