Matematik
Chalmers tekniska hogskola 2016-04-07

Tentamen Linjiar algebra D (TMV216), Linjir algebra GU (MMGD20)

Telefonvakt: Katarina Blom, telefon 772 1097 Plats och tid: SB, 14:00-18:00
Inga hjédlpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv val, motivera och forklara vad du gor.

Betygsgréanser TMV216: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller
mer ger betyget 5. Maxpoéng ar 50.

Betygsgréanser MMGD20: 20-34 p. ger betyget G, 35 p. eller mer ger betyget VG. Max-
poang ar 50.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

LOSNINGAR

1 Denna uppgift omfattar 14 poédng och finns pa separat blad pa vilket 16sningar och
svar ska skrivas. LoOsgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans
med Ovriga lésningar.

2 Lat en linje ges av

r =2+ 5t
y=1+2t
z=3-—3t

(a) Bestam en ekvation pa normalform fér det plan som &r vinkelrdtt mot linjen
och som innehaller punkten (2, —3,4)

(b) Ange ekvationen for nagon linje som ligger i planet du bestdmde i (a).

5
(a) n = 2 | &r riktningsvektor for linjen och ddrmed en normalvektor till det
-3
sokta planet, som alltsa har ekvationen 5(z —2) +2(y +3) —3(z —4) =0, dvs
br4+2y—32+8=0

0
(b) Tex v = | 3 | é&r parallell med planet (v -n = 0), sa till exempel linjen
2
T =2
y=-—-3+3t
z=4+2t

ligger i planet.




3 Lat O, A och B vara tre punkter.

(a) Lat u = OA vara vektorn som startar i O och slutar i A och lat v = @ (3p)
vara vektorn som startar i O och slutar i B. Rita en figur och forklara varfor
utv=v+u

(b) Visa att [|[u +v||*> — [[lu —v|* =4u-v (3p)
(¢) Om M &r mittpunkten pa strickan AB si géller (4p)

o—z\f:%@mﬁ)

Visa det.

(a) Se ldaroboken sidan 10

b) Jlu+v]P—|lu—v]]P=(u+v) (u+v)— (u—v) (u—v)=(u?+v>+2u-
v)— (u?+v? —2u-v)=4u-v

1
(c) Eftersom AM = 51@ géller

1 1 1 1 1
O — A+ T - OA+ LaB - Lod+ Lok + a8 - Lok LoB
4 Lat

1 00O
01 00

A=11010
01 2 1

(a) Bestdm inversen till A. (3p)

(b) Om man har storre matriser kan man partitionera dem i delmatriser. Matrisen (3p)
ovan kan tex. skrivas

I 0
=17 e
diar I = é?,Oz{gg}ochE:{;?}. Beriikna A?, svara i
delmatriserna I, 0 och E
(c) Lat (2p)
I 0
vel5 7

dar I &r n X n identitestmatriser, 0 n X n noll-matris och B en n X n-matris.
Visa att M &r inverterbar.

(d) Rotation och skalning &r linjara avbildningar och kan beskrivas med standard- (3p)
matriser T'(x) = Az. Déremot &r translation inte linjar utan en affin avbild-
ning. En affin avbildning F'(x) = Ax + b kan beskrivas med matrismultiplika-
tion. Visa hur.

1 000[1 000 10001 0 0 0
0100/0100 01000 1 0 0
1trot1o0/oo1o0|l7 7" loo0o10/-1 0 1 0
01210001 000 1|2 -1 -2 1



1 0 00

L] 0o 1 00

dsAT=1 1 0 10
2 —1 -2 1
(b)

1000 1000 1000
pe_|otroo| Joroo|l_|o1o0o0]|_ I 0
“l1o010 1010 |2010| |[I+E E?

0121 0121 2 2 4 1

(c) det(M) =1 # 0 (produkt av diagonalelementen), sa M &r inverterbar.
(d) Infér en extra koordinat och bilda

w(3p=[o 11T

dar 07 ar en rad med nollor.

5 (a) Definera egenvirde och egenvektor for kvadratiska matriser. (2p)
(b) Lat A = [ } (1J } och B = l _;) _3 } Bestdm egenvérden och egenvektorer (3p)

till produkterna AB och BA.

(c) Lat A och B vara tva inverterbara 2 x 2 matriser. Visa att AB och BA har (4p)
samma egenvarden.

(a) Se laroboken sidan 231

(b)ABzﬁ ?H_;’ _g}zﬁ’ _g] ochBA:H ‘3}

Egenvéarden for AB ges av 16sningarna till den karaketeristiska ekvationen

det([i) _3]—)\[(1) ?})zO@det({g_){ j}):o@

(3—>\)(—>\)+2 = 0. Dvs )\1 = 1,)\2 =2
Egenvektor som hor ithop med A\ = 1:

3 —2 10 (%1 0
(AB-\MI)hv=0=(AB-THv=0%( 1 ol” ) =
Vi far

2 =2 vi| |0 v | 1
][]
Egenvektor som hor ihop med Ay = 2:

i/filgr—)\gI)vzﬂz(AB—2I)'U:O@([il)’ —g}_ﬁ 0}){1;1}: [o}

bl e] = L]l

Analogt resonemang for BA ger egenviarden \; = 1, Ay = 2 med tillhérande

egenvektorer ¢ { é ] och t { 4 } (Alternativt utnyttja (c)-uppgiften)
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(¢) Om A &r ett egenvirde till AB finns en vektor v # 0 sadan att ABv = \wv.
Om X # 0 & Bv # 0 och (BA)(Bv) = B(ABv) = B(\v) = B(A\v) och
alltsa ar Bv en egenvektor till BA med egenvardet .




1 (a) Lat A vara en n x n matris. Vilket av foljande pastaenden &r inte ekvivalent
med de 6vriga.
(i) Matrisen A har n oberoende kolumnvektorer.
(ii) Matrisen A &r inverterbar.
(iii) Matrisen A har en nollskild determinant.
(iv) Ekvationen Az = 0 har icketriviala l6sningar.

Loésning: (iv) &r inte ekvivalent med de 6vriga.

(b) Bestdm tva matriser A och B sadana att A och B &r inverterbara, men A+ B
ar inte inverterbar. Motivera ditt svar.

Losning;:
Tex A = (1) (1) och B = —A. Bade A och B ar da inverterbara, men

summan A + B = 0 ir inte inverterbar.

(c) Man har anvant Matlab for att berikna alla 16sningar till det homogena ekva-
tionssystemet Ax = 0 enligt foljande:

> A=1[0,1, -1; 1, 1, 0; 2, 1, 1];
>> b = [0; 0; 0];

>> x = A\b;
>> X
x =
0
0
0

Har man bestdmt samtliga l6sningar? (Om sa, motivera varfor, om inte bestdm
alla 16sningar).

Losning: Nej man har inte bestdmt samtliga 16sningar. Radreducering ger

01 =110 1 0 110
11 0|0 ~--~ |01 =110
21 110 00 010
dvs x3 fri, lat 3 = ¢. Vi far da x5 =t och x; = —t, dvs
—1
T = t
t
Eftersom t kan viljas godtyckligt far man triviallosningen & = 0 genom att
vilja t = 0.
(d) Bestim koordinaterna i standardbasen foér den vektor v € R? som i basen
1 3 4 —1
F={l0]|,|2], 2 |} har koordinatvektorn vy = 2
2 1 —1 1
Losning;:
1 3 4 9
v=—-1|0|+2|2]|+1 2| = 6
2 1 —1 -1
(e) Lat
011
A=11 2 1
2 30

(2p)

(3p)

(3p)



dér p dr ett reellt tal. Bestdm p sadan att det(A) # 0.

Losning;:
Utveckling langs forsta raden, det(A) = — ‘
0dap#1. Svar: p# 1



