Matematik

Chalmers tekniska hogskola 2017-01-12
Tentamen Linjir algebra D (TMV216), Linjar algebra GU (MMGD20)
Telefonvakt: Katarina Blom, telefon 772 1097 Plats och tid: SB, 14:00-18:00

Inga hjalpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv vil, motivera och forklara vad du gor.

Betygsgréanser TMV216: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller
mer ger betyget 5. Maxpoéng ar 50.

Betygsgrinser MMGD20: 20-34 p. ger betyget G, 35 p. eller mer ger betyget VG. Max-
poédng ar 50.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

LOSNINGAR

For att vara tydlig har jag anvint - for skaldrprodukt och * for multiplikation i alla
uppgifter nedan.

1 Denna uppgift omfattar 15 poédng och finns pa separat blad pa vilket 16sningar och
svar ska skrivas. LoOsgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans
med Ovriga losningar.

2 Lat u,, uy, usg vara 3 st vektorer i R? enligt figuren nedan.

Uu;

U2

(a) Lat

w1 = Uy
Uy - W1

Wwo = U2 — * W1

wi - Wy
Komplettera figuren ovan med w; och w,. (Det gar dven bra att rita av figuren
om du inte vill ldmna in tentatesen). Rita tydligt, och forklara &ven i ord, sa
att jag sdkert forstar hur du menar.
(b) Lat

U3 - Wy U3+ w2
* W

w3 = U3z — * W9

w; - W, W3 - W

dir wy, ws enligt (a) ovan. Bestdm wjs.

(4p)



() Lat uy = { L

9 ] Uttrycket (3p)

Ug - W1

woy = Uy — * W1

wq - Wwq

i (a) uppgiften ovan kan skrivas wy = P % uq, dir P &r en 2 X 2 matris. Bestdm
P.

Wig9 UL
U2
w2
3
(a)

(b) w; och wy dr ortogonala (se (a) ovan) och
U3:u3‘w1*w1+<U3—u3.wl*w1>:u3.w1*w1+u3.w2*w2.
w1 - W w1 - Wy w1 - Wy wo - W2

dVS’lU3:U,3—’U,3:O
()
Uy - W1 Uy - Uq 1
Uy — X W] = Uy — XU = Uy — * U *F U - Uy =
w1 - W U - Up U - U
I xwuy — *upxuf *xuy = (I — ! U * UL ) * Uy
ul * u, ! ul * u, !
1 1 1 2
T _ _ T _ _
Med ul *u; = | 1 2}*[2}—5ochu1*u1—[2}*[1 2}—[2 4}
far vi
B 1 r |10 1 1 2| 4/5 =2/5
P_I_u{*ul*“l*ul_{o 1}_5*[2 4]_{—2/5 1/5

3 Lat A = [au @12 ] och antag a;; # 0 och lat b = [bl ]

a1 Q22 by

10

(a) Lat A= LU dar L =

] och U = { it } Bestdm L och U (3p)
0w

uttryckt i a1, aiz, a1, az

(b) Antag att man beriiknat en 16sning till L *y = b. Formulera ekvationssystemet (3p)
man behover 16sa om man vill bestdmma @ i Ax = b med hjilp av y. Motivera
ditt svar.




(a)

1 0 U] U9 U1 U12
A=Lx«xU = * =
loy 1 0 w9 loy ¥ uir Loy * ugg + U2
e 1. . a
Vi far direkt w1 = aq1, U192 = a1o. Vi ser att ly * uyy = asp = log = 2L och
aii
a1
lo1 * Ujo + Ugg = A2 = Ugg = A2z — a— * ajp. Dvs
11
1 0 a1 aia
= as1 = a21
L a och U 0 gy — 2 4 aygy
aiq 11
(b) Vi har

Axx=b& LxUsxx=bes Lx(Uxx)=bs Lxy=bdiry=U=xx
Svar: U xx =1y

L [1 2
4 Lat A = [ 9 1 }
(a) Berikna determinaten till A + I dar I dr 2 x 2 identitetsmatrisen. (1p)

(b) Bestdm egenvérden och tillhérande egenvektorer for A (obs detta dr samma (3p)
matris som i uppgift 1(b)).

(c) Visa att A ar diagonaliserbar. (3p)

(d) Ge exempel pa en 2 x 2 matris med egenviarden A\; = Ay som ar diagonaliserbar. (2p)
Motivera ditt svar.

(a) det([; ﬂ+é H):da({g 3}):4_420

(b) Karakteristiska ekvationen det(A — A% I) =0

O:det({; f—[g ﬂ):det({l_; 1_)2\]):(1—)\)2—4:)\2—%0\—3

som har 16sning A\; = —1, Ay = 3. (Alt. Fran (a) ovan far vi Ay = —1 och fran
uppgift 1(b) far vi Ay = 3).
Egenvektorn for Ay ges av 16sningarna till

. 2 2 T . 0
(A+I)*w—0<:>[22]*{x2}_{0]
dvs ¢ = [ _1 ] xt,t € R. Fran 1(b) har vi att egenvektorn som hor till Ay = 3

ér{i}*t,teﬂ%

— 1
c) Lat ¢, = * och £y = — * Med X =| 27 =
@ taver=Joe| 7 Joan= | (@1 =]
-1 0 o .
ochD_[ Og}farw



(d) Exempelvis matrisen A = g g ] har egenvirden \; = Ay = 2 och A ar diag-
. 10 T qu A0
onaliserbar med I = 01 eftersom A =1+« D 1" dar D = 0 A | =
2

t

5 Lat t+2xy—2%z =3 och 2xx+4*y—4%z =T vara tva plan och lat Py = (3,0, 0)
vara en punkt.
(a) Bestam avstanden fran Py till planen.
(b) Visa att planen dr parallella.
(c) Bestdm avstandet mellan planen. Motivera ditt svar.
)

(d) Bestdm, pa parameterform, det plan som gar genom origo och som innehaller
alla linjéirkombinationer av vektorer i R? ortogonala mot normalvektorerna till
planen ovan.

(a) Py =(3,0,0) ligger i planet x + 2%y —2xz = 3 eftersom 3+2x0—2x0 = 3, sa
avstandet dr 0. Avstandet fran Py till planet 2xx +4 %y — 4% 2 —7 =0 ges av

C2x34+4%x0+(—4)x0-7] 1

D
JEr e 6
1 2 1
(b) Normalerna 2 | och 4 | till planen &r parallella ty 2 x 2| =
-2 —4 -2
2
4
—4

(c) Eftersom planen ar parallella och avstandet fran P, i det ena planet till det

andra planet ar % blir avstandet mellan planen %

(d) Bestdm alla l6sningar till

{ 12 -2 } il 8
JE— 2 =
2 4 —4 s 0
1 2 =210 1 2 =210
2 4 —410 00 010
T —2 2
Med 16sning | vy | = 1 {*xs+ | 0| xt, s, teR
z 0 1




01 2
1 (a) Lat A = 2 7 0 |. Beriikna determinanten till A (3p)
-4 0 1
Losning;:
01 2
2 70 :—' 2 0'—1—2* 2 7’:—(2—0)+2*(0—(—4)*7):54
—4 1 -4 0
-4 0 1
(b) Lat A = L2 och I = L0 ochz = | ' |. Bestim alla l6sningar till  (3p)
2 1 01 To
ekvationssystemet
(A-3xI)xx=0
Losning;:

1 2 10 (1 2 30 -2 2
(A_?’*I):{Q 1]_3*{0 1]:_2 1}_{0 3]:{ 2 —2}
Gausseliminera totalmatrisen

2 210 —2 210 1 —-1]0

2 —210 0 00 0 010

ngri,léth:tER,viférw:[xl}:t*ll}
) 1

(c) Betrakta foljande matlabsekvens: (3p)

> A=[121;2-2-1;34 2];

>> I = eye(3);

>> rref ([A I])

ans =
1 0 O 0 2/7 1/7
0 1 1/2 0 -3/14 1/7
0 0 O 1 /7 -=3/7

(Anropet eye(3) ger 37times3 identitetsmatrisen). Vad kan man sidga om in-
versen till matrisen A?

Losning: Kolumnerna i A &r linjart beroende, sa invers saknas.

3 1 2 2
(d) Lat w = 2 |,v=|T7|,w=|0]ochz=/|3]. Vilka av foljande (3p)
—4 0 0 3

pastaenden ar sanna respektive falska?
(i) {u,z} ar linjart beroende
(i) {u,v,w,z} &r linjart beroende

Motivera dina svar

Losning:
(i) Falskt, u och z &r ortogonala sa de &r linjart oberoende.

ii) Sant, ty 4 vektorer i R? &r linjirt beroende. Gausselimnering av matrisen
y y g
[ u v w 2z ‘ 0 } ger minst en fri kolumn.



(e) Lat A = [21,) i} ochlat A= LU dar L = [21,) ?} ochU:{
Bestdam U
Losning;:

Lo w | W1 U2 | U1 Uiz | _ 1
3 1 0 U922 3 % U11 3 % U1 + Uo9 3
Vi far up = 1, U2 = 2 och 3% ujg + Ugy = 4 = Uy = —2. Dvs

v- 1o 2]

4



